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Text je zatim jen souhrn poznamek a neméa dostatecnou koherenci. Nékteré
odstavce jsou plné popsédny, jinde jsou rovnice uvedeny bez poznamek a jinde
chybi t¥eba doplnit obrézky. Casem budou nejasné odstavce prepsany a do
nutnych mist doplnény obrazky nebo text. V piipadé objevenych nedostatku,
prosim o zpétnou vazbu.
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Kapitola 1

Plan

Piiblizny plan préce:

e Piedstaveni slabé formy na 1D pfipadu. Nejprve pro¢ nefunguje silna for-
mulace a pak jak odvodit slabou formulaci - zduraznit, ze se jedna o formu,
ktera se ukazala vhodnd pro numerické metody. Slabou formu odvodit ze
silné formy a také z energie minimalizaci.

e Piedstaveni v rychlosti metodu vazenych rezidui a pouzit to jako motivaci
k zavedeni metody koneénych prvku.

e Metoda kone¢nych prvki v 1D. Rozdéleni intervalu na elementy a néslednéd
diskretizaci. Ukazka priace s bazovymi funkcemi na jednom elementu a
nésledna lokalizace pro ziskani matice tuhosti statického linearniho problému.
Integrace pres element Gaussovou integraci a diky tomu rozsiteni pro
prvky vyssich fa4du nez linedrni. Nutné podminky pro spravné definovanou
variacni ulohu - kompletnost prostoru, spojitost prvki.

e Rozsiteni do 2D. Moznd jen povrchné, zdrzet se diskuzi ohledné geomet-
rické implementace - to za nas déla fenics. Zminit, ale nepitvat se v tom.

e Piipadné rozsiteni pro vektorovou funkci a ukdzka smiSené formulace -
tfeba pruznost + teplo.

e Rozsiteni varia¢ni formulace pro dynamickou lohu - Euler Lagrangeovy
rovnice 2. druhu.
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Jaka témata budou postupné studentum ukazovana:

1D skalarni piiklad pro ivod do metody koneénych prvku
2D piipad

Vektorovy piipad pro ukazku préce s podprostory

VVVVVV

Dynamicka tloha

Co je cilem:

Predstavit jak analyzovat zadani, poznat o jaky typ tlohy se jedna

Mit ptedstavu jak odvodit slabou formulaci a zda se jedna o linedrni nebo
nelinedrni ilohu

Mit piedstavu o diskretizaci, jak by méla vypadat sit, jaké m4 vlastnosti
Numericka integrace, gaussovy body

Jak se ze slabé formulace po diskretizaci stane problém linearni algebry,
nastinit problémy, fidké matice apod. Ukézat jak pracovat s maticemi

Ukéazat vlastni Newtonovu metodu pro nelinedrni problém

Postprocess, vyhlazovani feseni



Kapitola 2

Slaba formulace

Vétsina vyukovych textd na metodu koneénych prvki je ladéna inzenyrsky. Ty-
picky pro stavebni mechaniku je pfedstavena nejprve deformaéni metoda pro
vypocet prutové soustavy a nésledné je provedeno zobecnéni a prechod na me-
todu kone¢nych prvku. Déle je dén veliky duraz na schopnost popsat geomet-
ricky vSechny mozné druhy prvki, vhodné je numericky zintegrovat apod. Na
druhé strané lezi matematické texty, kde jsou zavedeny pfiislusné abstraktni
vektorové prostory a duraz je kladen na matematickou rigoréznost. V tomto
textu se pokusime najit moderni cestu jdouci kdesi mezi témi vyse zminénymi.
Zejména nam jde o to, aby:

1. Textu zustala potfebnd matematické rigoréznost. Neptujde ndm o dikaz
existence feSeni v sobolevovych prostorech, spise o to poukazat na okamziky,
kdy tiloha uZ neni vhodné zadans nebot pouzité funkce nejsou ze spravného
prostoru.

2. Prestoze jsou technické detaily dulezité pro pochopeni metody do hloubky,
nékteré jednotlivosti nejsou nezbytné pro pochopeni principu a protoze
tento text neni nafukovaci, omezime se zejména na ty dulezité nume-
rické aspekty a nékteré technikalie nebudeme rozvadét. Je to v souladu s
myslenkou, Ze dnes jednotlivec nebude psat MKP software od poc¢atku az
do konce, spiSe pouzije néjaké predptipravené knihovny.

3. V navaznosti na pfedchozi bod se i tak snazime o to, aby se pouzity soft-
ware nestal backboxem. Proto je obéas kladen duraz na piiklady, kdy
pouzité metody selhdvaji. I proto je v doprovodnych materidlech pouzit
kone¢néprvkovy fesic FEniCSx, ktery umoziuje primou modifikaci libo-
volné ¢asti procesu.

V tomto textu pfedpoklddame, ze ¢tenai umi fyzikdlni problémy popisovat
diferencidlnimi rovnicemi a jiz (minimdlné okrajové) se setkal s funkciondlni
analyzou a je obezndmen s pojmem slabého feSeni diferencidlni rovnice. Pro
uplnost a dobrou orientovatelnost v textu jsou zakladni pojmy predstaveny,
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q() gz + Az)  q(@) g(x + Ax)
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Obrazek 2.1: Bilan¢ni diagram pro fyzikdlni systém tazeného/tlaceného prutu
(a) a systém veden{ tepla (b)

ovsem bez matematického durazu na rigoréznost. Jednd se navic ¢isté o inzenyrsky
text, takze dukazy existence a jednoznac¢nosti feSeni presahuji ramec této prace.

2.1 Matematicky popis fyzikalni reality

Necht méfime polohu néjaké ¢dstice (jakékoliv, muze to byt elektron, automobil
nebo tfeba planeta) v néjakém konkrétnim case a zajimd nds, jak se jeji pohyb
bude vyvijet v ¢ase dal. V tom pfipadé nestaci znat pouze polohu castice, ale
je nutné znat i jeji rychlost. A pravé tato zavislost na rychlosti je divodem,
pro¢ fyzikalni problémy nestaci popisovat algebraickymi rovnicemi, ale pro popis
potiebujeme rovnice diferencidlni.

Pro utvrzeni tohoto ndzoru ukdzeme v této kapitole odvozeni diferencidlni
rovnice velmi jednoduchého fyzikdlniho systému, ktery pravdépodobné kazdy z
vas zna. Nicméné tento systém ddale pouzijeme pro ukazku toho, kdy selhava a
jakym zpusobem se s tim vyporddat. Jednd se o tazeny/tlaceny prut, chcete-li
tenky sloup nebo nosnik, ktery je namaham pouze podélnymi silami.

Uvazujme prut, ktery je dlouhy L, je tedy plné popsdn poradnici z € (0, L).
Pro odvozeni diferencidlni rovnice vhodné poslouzi kratky element délky Ax
vyjmuty z prutu, ten je zobrazen na obrazku 2.1. Na kazdém takto vyjmutém
elementu musi platit podminka rovnovahy, kterd #ika, ze silova vyslednice na
tét casti musi byt nulovéa. Tedy

—N(z) + N(z + Ax) + f(z)Az =0, (2.1)

kde N je normalova sila a f je vnéjsi zatizeni. Tato rovnost musi platit pro
libovolné velky element, tedy musi platit i v limitnim p#ipadé kdy Az — 0,
¢imz se diferenéni rovnice uvedend stane diferencidlni

. N(x+Az)— N(x) dN(z)
lim =
Az 50 Az dx

) (2.2)

Této rovnici fikdme Schwedlerova véta a udava vztah mezi vnéjsim zatizenim a
vnitin{ silou. Jelikoz budeme chtit vyuzit zndmy linedrni Hookeuv zdkon o(x) =
E(z)e(x) s materidlovou konstantou E, je vyhodné prejit z diferencidlni rovnice
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popisujici normélovou silu k rovnici popisujici pifimo napéti. Zuto transformaci
lze provést obycejnym pirendsobenim sily N plochou prufezu A. Dostavame

d

1 (0(@)A@)) = —f(2) (2.3)
a tedy diky Hookeové vztahu rovnou
(B A)e(r) =~ £(a), (24)

kde € je tzv. deformace, tedy relativni velikost posunu vzhledem k puvodni
poloze nosniku. Pokud zavedeme velicinu w(z) jakoZto absolutni posun bodu

. . o o _ du(x) . oy
x, potom je € rovno zméné veliciny u, tedy e(z) = =5~. Dosazenim do nasf

rovnice ziskdvdame hledany tvar diferencidlni rovnice tazeného/tlaceného prutu

- (P00 ™) = 1), (25

Pro prehlednost budeme ¢asto u fyzikalnich velicin F, A vynechavat explicitni
zapis zavislosti na porednici z a zaroven je vhodné derivaci funkce jedné proménné
znacit ¢arkou. Tedy nésledujici rovnost je zapsana sice jinak, ale ma symbolizo-
vat totéz a tohoto neformalniho zjednoduseni budeme casto vyuzivat

—(BA ()" = f(a), (2.6)

Tato diferencidlni rovnice sice znaéi zménu jedné veli¢iny, kdyz dojde ke
zmeéné jiné velic¢iny. Systém ale porad neni popsan dostatecné, tyto rovnice maji
nekoneéné mnoho feSeni. Pro ziplnéni fyzikalniho systému je nutné dodat okra-
jové nebo pocdteéni podminky, tedy v jistém smyslu potiebujeme znam stav
systému v krajnich polohach. Zde se sice jednd o 1D prut a tedy okrajové jsou
pouze dva body x = 0 a x = L, ale pro tucely pozdéjsiho zobecnéni zustaiime
v abstraktni roviné. Oznaméme hranici naSeho vySetfovaného systému jako T
Na kazdé ¢ésti takové hranice musi byt pfedepsan bud’ posun a nebo zatiZeni.
Z toho divodu rozdélujeme disjunktné hranici na I' = I', UT'f, kde I'y, je hra-
nice s pfedepsanymi posuny (Dirichletova okrajovd podminka) a I'; je hranice s
predepsanymi silami F' (Neumannova okrajovd podminka). Jelikoz jsme ukdzali,
ze vnitini sila v 1D prutu se spocte jako N(z) = EAv/(z), takze vlastné na I'y
vynucujeme prvni derivaci pole posunuti jako u'(z) = F(x)/EA. N&3 systém je
tedy plné popsan nasledujici okrajovou ilohou

—(BAY (z)) = f(z), z€(0,L), (2.7)
u(z) =1u, zely (2.8)
u'(z) = F(x)/EA, z€Ty. (2.9)

2.2 Nedostatky diferencialni formulace

Diferencidlni rovnice jsou sice velmi silnym nastrojem pro popis piirozenych
fyzikélnich systému, ale obcas kladou az piilisny pozadavek na spojitost feseni



10 KAPITOLA 2. SLABA FORMULACE

a jejich derivaci. Pritom fyzikdlni systémy jsou ve své hluboké podstaté nespo-
jitymi jevy, zejména kvuli kvantovému charakteru. Na zjednodusené makrourovni
se sice muze ukazat spojity popis jako vyhodny, ale ob¢as se hodi od pozadavku
na spojitost ustoupit. To lze demonstrovat hned jednoduchym zpusobem zatizeni
tazeného/tlac¢eného prutu.

Uvazujme prut, ktery je vyroben z dvou ruznych materiala, tedy jeho ma-
teridlova konstanta E je nespojitd funkce. Konkrétné leva polovina prutu je
z materidlu s materidlovym parametrem E = 1 a prava polovina ma E = 2.
Pro funkci posuntu u(z) predpokldddme piedepsané okrajové podminky u(0) =
0,u(L) = 1. Déle zjednodusené uvazujme nulové vnitin{ zdroje a plochu A4 = 1.

N4&s systém je tedy plné popsan nésledujici okrajovou tlohou

—u"(z) =0, z€/{(0,L/2), (2.10)
—2u"(z) =0 ze€(L/2,L), (2.11)
uw(0) =0, wu(L)=1. (2.12)

Jak uvidime déle, nespojitost v bodé L/2 ndm muze pfindset jisté matematické
obtize, ale s odhlédnutim od rigoréznosti muzeme n&s systém i presto vytesit, i
kdyZ jen v inzenyrském smyslu. Reseni na kazdé poloviné lze ziskat pFimou in-
tegraci, a jelikoz je kazda ¢ast z jiného materidlu, dostavame po ¢astech linedrni
feSeni ve tvaru

ui(z) = Ciz + Cy, kde x € (0, L/2), (2.13)
ug(x) = Csx+ Cy, kdex € (L/2,L). (2.14)

Pro jednodussi préci s nespojitosti jsme funkci feseni na kazdé ¢asti oznacili
jinym symbolem. Reseni na levé &isti je oznaceno uy, zatimco pribéh posunt
na druhé casti jako wus. Vyskytuji se zde 4 neznamé parametry, které lze ale
jednoduse a intuitivné zjistit. V prvni fadé musime vynutit okrajové podminky,
¢imz jsou dany hned 2 volné parametry

w(0)=0 = Cy=0, (2.15)

Dals{ pfirozenou podminkou je spojitost funkce u(z) v bodé x = L/2, tedy
u1(L/2) = uz(L/2). Jak bylo uvedeno, veli¢inu N = —EAu’(x) fyzikdlné inter-
pretujeme jako normalovou silu. Tedy silu, kterou nosnik v daném misté prenasi.
Takova veli¢ina musi byt v celé ty¢i konstantni a to tedy zejména plati i v bodé
x = L/2. Tedy musi platit N(L/2_) = N(L/24). Z téchto dvou podminek
dostavame i hodnoty poslednich volnych parametra

W (L)2) = 2uy(L)2) = Oy =2Cs. (2.18)

U druhé zminéné podminky nastdva problém, protoze funkce u; ani funkce
uz nemaji v bodé L/2 derivaci. Parametry C; a Cj jsme ziskali uvazovanim
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jednostrannych derivaci. Z pravé zminénych podminek Ize jednoduchymi alge-
braickymi upravami ziskat vysledné reseni

— 22, kde xz € (0,L/2),
u(x) =< 37 (0.L/2) (2.19)
s7¥+ 3, kdewx € (L/2,L).

Toto feseni zaslouzi drobny komentér.

Nami nalezené Feseni (2.19) je problematické zejména v tom, Ze v matema-
tickém smyslu nespliiuje rovnici (2.12) - v bodé L/2 totiz neexistuje vlastn{ deri-
vace. V inzenyrském méritku se ndm sice podafilo jakési feSeni odvodit, ale to nic
neméni na tom, ze vysledné feseni neni dvakrat diferencovatelné a singularita v
bodé z/ L ndm neumoziuje feseni prohlésit za platné. Redeni spliujici pozadavek
dany puvodni diferencidlni rovnici se nazyva tzv. klasické feSeni. Nicméné jak
bylo ukazéno v piikladu vySe, ne vzdy je mozné pozadavky na spojitost deri-
vaci splnit a ne vzdy klasické feSeni existuje. A predchozi priklad mél ukézat,
Ze neexistence feSeni se muze objevit i v pfipadech zcela trividlnich. Muze vy-
vstat otdzka, co je Spatné s diferencidlni rovnici, ze nema feSeni. Nicméné nase
rovnice je spravnd a neni s ni nic v nepotradku, jen prechodem na diferencidlni
formu vynucujeme az prespiilisny pozadavek na regularnost funkci. Je tedy v
jistém smyslu prirozenéjsi pracovat spiSe s integrdlni verzi nasi rovnice, ktera
ustupuje od pozadavku na spojitost derivaci. Pfevodem rovnice na integralni
vztah ziskavame tzv. silni ¢i slabé feSeni. O tom vice v nésledujici ¢ésti.

2.3 Silna a slaba forma

Pojem silnd a slaba forma je konstrukt, ktery umozinuje ustoupit z pozadavku
na regularitu feseni a také snizuje pozadavek na spojitost derivaci. Nicméné v
literatufe neni prozatim jednotnost v tom, co jednotlivé pojmy znamenaji a jaké
veéc.

Jak bylo uvedeno vyse, feseni diferencidlniho systému (2.7)-(2.9) nazyvame
klasickym feSenim, pokud je diferencialni rovnice splnéna v kazdém bodé.
Pro lepsi préci s rovnici predstavime tpravu, kterd se bude zdat trochu uméla,
ale ukazuje se, ze pro potteby numerickych metod je velmi vhodné. Spoc¢iva ve
dvou zékladnich bodech:

1. Celou nasi diferencidln{ rovnici prendsobime tzv. vdhovou funkef w(x),
2. Rovnici zintegrujeme pies celou doménu.

Pokud tyto dva kroky provedeme pro rovnici tazeného/tlac¢eného prutu, potom
dostaneme nésledujici identitu

L L
- / w(r)EAY (x) dx = / w(z) f(z) dz. (2.20)
0 0

Rovnice vySe tika, ze diferencidlni rovnice nemusi byt splnéna vsude, jen v
jistém smyslu prumérné na dané doméné (rozmyslete si). To, o kolik nebude
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rovnice splnéna oznacujeme jako reziduum a pfendsobenim w a zintegrovanim
pres doménu lze vnimat také jako vézeni, proto nékdy o této rovnici mluvime
jako o vazenych reziduech.

Puvodni diferencidlni rovnice tedy neni ekvivalentni s integralni rovnici,
zélezi na volbé w. Abychom vynutili pfimou ekvivalenci mezi diferencidlni a
integralni formou, je nutné pozadovat, aby integralni forma platila ne pro jednu
vyvolenou funkci w, ale pro vSechny myslitelné funkce w. Tedy, na funkci w
vkladdme jeden dodatetny pozadavek a to aby byla rovna nule v mistech vy-
nucenych Dirichletovskych okrajovych podminek, tedy aby du(0) = 0. Vychézl
to z toho, ze v tomto misté nesmi byt rovnost splnéna priblizné, ale pro kazdé
w musi byt splnéna piesné, nebotf tuto hodnotu vynucujeme. Nasi integralni
rovnici je tedy potfeba upravit na tvar

L L
—/ w(z)EAY (x) dx :/ w(z)f(z)dz, Yw(x),w(z)=0[r,. (2.21)
0 0

V integralni rovnici vystupuje funkce w a druhé derivace funkce u. Pravé proto
je vhodné aplikovat metodu per partes na levou stranu, tedy

L L
/ EAw(z)u" (z) dz = EAw(z)u' (z)|r, — / EAw' (z)u/(z)dz.  (2.22)
0 0

Okrajovy ¢len je vy¢islen na celé hranici, nicméné vime, ze pro I',, plati w = 0,
tedy tento okrajovy ¢len ztstava vycislovan jen na hranici I'y. Tedy po dosazeni
do puvodni rovnosti dostdvame

L L
/ EAw' (x)u/(x) dz — EAw(x)u/ (z)|p, = / w(z)fde, Yw(x). (2.23)
0 0

Jak je vidét z integralniho vyrazu na levé strané, doslo ke snizeni fadu derivace
funkce u(z). Tedy dosdhli jsme naseho cile - snizeni pozadavki na regularitu
feSeni. Této rovnici fikdme slaba forma a feSeni této rovnice fikame slabé
reSeni. Tyto uvahy opét zadaji komentar.

Predstavené integrdlni rovnice jsou v jistém smyslu umeélym konstruktem,
ktery nam nikterat nepomdhd. V inzenyrskych knihdm o metodé koneénych
prvku se doctete, ze rovnice (2.21) je ekvivalentni s pivodnf{ diferencidln{ rovnici.
Pokud totiz neni diferencidlni rovnice v néjakém bodé splnéna, muzeme nasi
testovaci funkci zvolit takovou, ze je rovna jedné v tomto bodé a nule vSude
jinde. Pokud tedy nebude splnéna diferencidlni rovnost vSude, nebude splnéna
ani integralni rovnice pro vSechna myslitelnd w. K ¢emu je tedy libovolna z
uvedenych integralnich forem? Odpovéd na tuto otdzku by se dala shrnout do
dvou bodu.

Zaprvé se ukazuje, ze integralni forma je formou velmi vhodnou pro zave-
deni celé fady numerickych metod oznacenych jako metody vazenych rezidui.
Zejména metoda koneénych prvku, kterd diskretizuje pravé slabou formu, je
diky jejimu tvaru velmi dobfe implementovatelnou a algoritmizovatelnou meto-
dou. Uz jen tato vyhoda by pro nas méla byt dostacujici.
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Vsimnéme si ale jedné véci. Vezméme napi. nas piiklad s tazenym prutu-
tem s nespojitym materidlovym parametrem FE. Tato tloha vedla na po ¢astech
linedrni funkci, kterd neméla v bodé x = L/2 derivaci. Aby nase integralni rov-
nice (2.21) byla splnéna, musi byt splnéna pro véechna myslitelnd w, tedy i pro
takovou funkci, kterd bude mit hodnotu jedna v bodé L/2 a nula vsude jinde.
Nicméné pokud zvolime takovou vahovou funkci, nebude splnéna ani rovnice
(2.21) a navic nemiZeme provést per partes, nebot takové funkce neni deri-
vovatelnd. Pro prekonani takovych obtizi matematikové zavadi tzv. zobecnéné
funkce, neboli distribuce.

Puvodni diferencidlni rovnice sice nabddéa k tomu byt spnéna v kazdém bodé,
ale integralni forma (2.21) je motivaci k uvédomnéni si, ze neni nutné splnit
rovnici v8ude, ale ve skutecnosti ji sta¢i splnit jen skoro vsude, tedy vSude az
na mnozinu miry nula v Lebesgueové smyslu. To se da vlastné vstahnout i na
puvodni diferencialni rovnici, pro¢ se tedy zaobirat integralni formou? Jak bylo
uvedeny - je vhodnéjsi na implementaci. Matematikové oznacuji feseni, které
splnuje diferencialni rovnici skoro vsude jako silné feSeni. No a podobné je to se
slabou formou (2.23). Jak bylo uvedeno, ne vsechny funkce w jsou derivovatelné
a tedy rovnost (2.23) je splnéna pro jinou mnozinu funkei. Nebudeme se o tom
nyni zminovat vice, staci to brat tak, ze chceme po u i w, aby mély prvni
derivace, které maji kone¢né integraly. Tato znalost je prozatim dostacujici.

2.4 Aplikace slabé formy

Nyni si ukazme velmi hezky piiklad toho, jak ndm muze slaba forma pomoct v
piipadé, Ze nemame vSechny informace. Jedna se vlastné o prvni ukdzku nume-
rické metody pro feSeni diferencidlni rovnice, na které je vidét sila slabé formy.

Reknéme, ze opét vysetiujeme tazeny /tlaceny prut, ktery je na levém konci
(x = 0) upevnén a na pravé strané je volny konec, tedy pusobi zde nulovd
osaméla sila. Navic je prut zatizen konstantnim spojitym zatizenim f, stejné
tak i parametry F, A uvazujeme konstantni.

Analytické feSeni

Tato diferencidlni rovnice mé piimé analytické feSeni, které muzeme vyuzit k
analyze naseho pfiblizného fesené. ReSeni uvedené rovnice lze ziskat prostou
primou integraci, ¢imz postuné dostavame:

1
_ N
u(@) = -7 [ zde+ [ Code = —o7=a” + Coz + Ch. (2.25)

Konstanty Cy a C) z{skdme z okrajovych podminek u(x = 0) =0 a FAu (x =
L) = 0. Cauchyho Fesen{ je tedy

f

L
ue) = ~5 ot +

2 [
z° + A% (2.26)
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¢imz ziskdvame piesné feSeni.

Piiblizné linearni feseni

Uvazujme nyni, ze pfesné feseni neznate a nebo je ptilis§ komplikované, abychom
jeho FeSeni ziskali. Potom se muzeme pokusit feeni hledat ve tvaru nami zvolené
funkce. Pokusme se hledat feSeni ndmi vySetfované rovnice v linearnim tvaru.
Tedy hleddme feseni ve tvaru Tedy hleddme Feseni ve tvaru w,(z) = ax + b.
Jelikoz musi platit okrajovd podminka u(0) = 0, rovnou z ni ziskdvdme b = 0.
Pokud se pokusime nami hedané feseni dosadit do silné formy, tak nedosta-
neme zadny smysluplny vysledek, protoze se ndm funkce dvojitou derivaci vy-
nuluje. Nicméné pokud hleddme feSeni ze slabé formy, ziskame lepsi vysledky.
Predpokladejte stejnou regularitu testovaci funkce, tedy testovaci funkce volime
také z prostoru linedrnich funkei, kde w,(0) = 0, tedy w,(x) = cz. Po dosazeni
do slabé formy dostavame integralni vztah

L L
/ EA(lCd.’E:/ fexdx, Ve, (2.27)
0 0

coz lze rovnou piimo integrovat, ¢imz dostavame
Lo
EAaL — §fL c=0. (2.28)

Jelikoz musi byt tato rovnost platné pro libovolné ¢, musi byt rovna nule zavorka
vlevo, tedy dostavame piimo vztah, z kterého lze vyjadrit hledané a, tedy

_fL

a=507 (2.29)

Nyni muzeme porovnat nase piiblizné linearni feSeni a presné reSeni. Matema-
ticky dostavame
fL

/ 2 + =—x, Linedrni: u,(x)

__ _ fLz
2F A EA

Piesné: u(z) = = SEA"

(2.30)
Grafické porovnani vysledka pro E = 1, A =1,L =1 a f = 1 je uvedeno v
obrazku 2.2. Zajimavé je, ze i kdyz ndam vysla aproximaci nespravna funkce,
presto nam na konci prutu v z = L dédna pfesnou hodnotu. Je vhodné zminit,
ze to neni zvykem. Jedn4 se spiSe o hezkou ndhodu. Presto je vidét, ze nase slabé
aproximované feSeni m4 jistou vypovidajici hodnotu. Navic se pojdme podivat
na derivaci nasi aproximované funkce a presného reSeni, dostavame

Jo JL I

u'(z) = At EL u, () = SEA (2.31)

Je zde krasné vidét jedna véc. Prvni derivace aproximované funkce je rovna
prumérné hodnoté piesné derivace. Je to tim, ze prvni derivace neni sice splnéna
presné, ale v jistim smyslu alespon prumeérné. Ukazme to jesté jinak. Predpokladejme
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Obrazek 2.2: Porovnani silného presného treseni s linedrnim pfibliznym feSenim.

opét, Ze nase testovaci (véhové) funkce jsou tvaru w = cx a pripomenme slabou
formu s dosazenim téchto vahovych funkei

L L
/ EAcu'(x)dx:/ fexdx, Ve. (2.32)
0 0

Predpoklddejme chvilku, Ze zatim nezndme hledanou funkei u(x). Ostatni je ale
znamo, proto muzeme zbytek zintegrovat a dostavame

L L2
cEA/ o (z)de = R Ve. (2.33)
0

Rovnost lze jesté algebraicky upravit a podélit délkou L. Navic ma byt splnéna
pro vSechna c, tedy c lze eliminovat a dostavame rovnost

L
%/0 o (z)de = 2fE—LA (2.34)

A pravé tento vztah je ukdzka toho, co znamend splnéno v prumérném smyslu,
protoze na levé strané mame piimo definici prumérné hodnoty funkce na inter-
valu (0, L). Tedy naSe hledané slabé feseni by mélo byt takové, ze jeho prvnf
derivace by mélo mit v pruméru hodnotu fL/(2E A), coz souhlasi piesné s nasim
vysledkem.

2.5 Energetické metody

Klasicka nerelativistickd Newtonova mechanika popisuje vztah mezi objekty po-
moci pohybovych rovnic zalozenych na pojmu sily. Popis vztahu mezi ¢astmi
systému pomoci vzajemné pusobicich sil ale nenf jediny zptusob jak tidici rovnice
odvodit. Kazdému je ze zakladnich kurzu fyziky zndm pojem energie. Jedna se
o funkciondl, ktery jednim skaldrem (¢islem) popisuje systém jako celek a ze

svvs

ze slabd forma je s energetickou metodou silné provazana.
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Pro tyto ucely bude potieba sestavit energeticky funkcional pro predstaveny
fyzikalni systém. Energie naseho mechanického systému je rovna sou¢tu vnitini
a vnéjsi energie. Vnéjsi energie je rovna préci vngjsich sil, tedy

Eune = F(@)u(a)|r, + /0 F@)u(z) da, (2.35)

kde prvnf élen je prace vngjsi sily F(x) na posunu u(z) realizovaném v tomto

bodé. Omezent |, je zde jen formdlné a poukazuje na to, Ze tento clen vycislujeme
jen v bodech z € T'y. Podobné préce spojitych sil f(z) pracuje na posunech u(z),

zatizeni je ale spojité po celém prutu, proto je nutné praci nascitat (zintegrovat)

pres délku prutu. Prace vnitinich sil je naakumulovand elastické energie, kterd

ma tvar

L

1

Eint :/ ia(x)e(x) dz, (2.36)
0

kde napéti pracuje na deformacich. Jak bylo uvedeno diive, plati 0 = Fe a

¢ = ' a proto pro energii vnitinich sil dostdvdme

L
1
i :/ SPA (@) da. (2.37)
0
Celkova energie je tedy dava jejich souctem jako

L L
€ = Eui + Eim = /0 %EA (W (2)) de + F(@)u(z)lr, + /O F(@)u(z) dz.
(2.38)

Dle principu minimalizace energie se realizuje takovy posun u(x), aby uvedeny
energeticky funkcional byl minimadlni. Pii hleddni lokdlniho extrému funkce je za-
potiebi funkci zderivovat a hledat takova mista, kde je ona derivace rovna nule.
V pripadé funkciondlu nelze derivovat podle funkce. Zavadime pojem variace,
kdy pavodn{ funkci u(z) lehce modifikujeme. Puvodn{ funkeci u(x) nahradime
funkei

u(z) + h-w(zx), (2.39)

kde h je mald skaldrni veli¢ina a w(x) je zvolend perturbace (chcete-li smeér,
kterym funkeci ménime). Pokud je napf. w konstanta, potom celému nosniku
pridate navic maly konstantni posun. Pozor ale na okrajové podminky. V bo-
dech, kde je posun predepsan, je posun plné determinovan a jeho variace nedava
smysl. V nasem piipadé tedy musi platit w(z) = 0|r,. Pro danou testovaci funkei
(smér zmény) lze potom perturbovanou energii

1 /L L
5(h,u,w):§/0 EA@W + ')’ dx—i—/o (u+ hw) fdx + F (u+ hw) |r,
(2.40)
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vnimat jako skaldrni funkci proménné h. Tuto funkci tedy muzeme derivovat
jako klasickou funkci a vy¢islit v bodé h = 0. Tim ziskdme zménu energie pii
nekonecné malé zméné parametru h. Dostavame tedy

L
€ (h, u, bu) = 1/ EA (2u’w/ + 2hw2) dx‘
0

L
d F
Oh ‘h:o 2 +/0 wfdz + Fuwlr,

L L
= / EAW §u dx+/ duf dx + Fwlp, (2.41)
0 0

Tento vyraz oznacujeme jako prvni variaci funkciondlu pro danou testovaci
funkci w. Podobné jako v klasické matematické analyze plati, ze funkcional
nabyva svého lokalniho extrému, pokud jeho variace je rovna nule. Nestaci
ale, aby funkcionél nabyval extrému pro jednu konkrétni testovaci funkci, ale
pozadujeme piisnéjsi podminku - nulovost vyrazu musi platit pro libovolné zvo-
lenou testovaci funkci. Extremalni podminka tedy zni

L L
/ EAvw' dz + / wfdz+ Fur, =0, Vw, (2.42)
0 0

coz je stejna rovnice jako byla odvozena vyse, tedy slaba formulace.

Je videét, ze energetickd (variacn{) formulace vede pfFirozené na slabou formu.
Slabéd forma tedy neni jen umélym konstruktem, ale stale je zakofenéna fun-
damentalné v konzervativnich systémech a pfirozené se vyskytuje pti aplikaci
energetickych metod.

2.6 Metody vazenych rezidui

Pro cely této sekce je vhodné vsechny ¢leny diferencidlni rovnice prehézet na
levou stranu a celou tuto levou stranu oznacit jako R(z). Této veli¢iné ffkdme
reziduum

R(z) = EAY" (z) + f(x). (2.43)

Pokud zndme presné feseni diferencidlni rovnice je jeho reziduum rovno nule,
nicméné pokud feSenf neni Uplné presé, potom se je R(z) kvantita, kterd rikd
jak moc neni feseni piesné. Po prendsobeni vdhovou funkei a integraci po celé
doméné dostavame integralni rovnici

L
/0 w(z)R(zr)dx =0, (2.44)

coz lze interpretovat jako vazeny prumér rezidui. To je také duvod, pro¢ nu-
merickym metoddm zalozenym na diskretizaci takové rovnice fikdme metody
vazenych rezidui. Lze to vnimat tak, Ze hledame ptiblizné feseni, které nema
nulové reziduum, ale jehoz reziduum je nula alespon v pruméru.
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Ptedstavme nyni v rychlosti 3 metody zalozené na této formulaci. PFedpokladame,
ze se nedaii nalézt presné feSeni a proto je potieba hledat priblizné feseni a ve
v8ech trech pfipadech lze uvazovat, ze hleddme ptiblizné feSeni ve tvaru

u(z) ~ up(z) = ZaiNi(x), (2.45)

kde ; € R jsou nezndmé parametry, zatimco N;(x) jsou predem zvolené funkce,
které co nejlépe vystihuji nas fyzikalni systém, fikdme jim bazové funkce. Re-
ziduum je tedy funkef aproximacni funkce, tedy R(up). V tuto chvili neni pod-
statné jak funkce N; vypadaji nebo jak je hledame, o tom vice pozdéji. Nyni je
potieba néjakym zpusobem spocitat volné parametry a; a tomu potiebujeme n
prislusnych rovnic, kde v kazdé z rovnic muze vystupovat jind véhova funkce.
Piedpoklddejme tedy, Ze i vdhové funkce w;(x) budou indexované a mohou byt
ruzné.

Metoda kolokaci

V metodé kolokaci predpokladdame, ze vahové funkce poklddame rovny diracoveé
delta funkci §(z). Diracova delta funkce neni funkce v pravém smyslu slova
(jedn4 se o tzv. distribuci), ale mé nésledujic{ hezkou vlastnost

/ 8(a) f(z)dz = f(a). (2.46)

Reknéme, Ze téchto delta funkei zvolime vice a to v bodech aq, as, ..., a, a tedy
nase rovnice vazenych rezidui se stane

R(a;) =0, VYi. (2.47)

Vahovych funkci bude tedy n, stejné mnozstvi bude rovnic a diky témto rovnicim
potom nalezneme neznamé parametry a;.

Co to znamend? Jednoduse to, ze hleddme parametry «; takové, ze reziduum
nulujeme pouze ve vybranych bodech, resp. ze diferencialni rovnice je splnéna
presné jen v predem zvolenych bodech. Co se déje v ostatnich ¢dstech prutu nés
nezajima.

Metoda nejmensich ¢tvercu

Vychazime z predpokladu, ze minimalizujeme integralni kvadrat rezidui, neboli
minimalizujeme vyraz

S(z) = /O R2(z) da. (2.48)

Chceme tedy, aby kvadrat rezidui byl co nejmensi, stejné jako v klasické me-
todé nejmensich ¢étvercu. Zde minimalizujeme podle hledanych parametru, tedy
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hledame takové «;, aby reziduum diferencidlni rovnice bylo v tomto smyslu mi-
nimélni. Podminky optimality jsou tedy derivace podle «; poloZené rovno nule,
tedy

0S(x) L OR(x) .
Do —2/0 R(x) D dz =0. (2.49)

Jedna se opét o n rovnic pro nalezeni n parametru «;. Pfi porovnani s nami
predstavenou slabou formou je vidét, Zze metodu nejmensich ¢tvercu dostdvame
v piipadé, kdy za vdhovou funkci volime

_ OR(z)

Tedy opravdu volba takové vahové funkce je ekvivalentni s minimalizaci kvadratu
rezidua. Ztratila se nam akorat konstanta 2, ale ta neni pfi minimalizaci pod-
statnd. Minimalizace f(z) a 2f(z) vede na tentyz minimaliza¢ni bod z.

Galerkinova metoda

Dalsi{ velmi zndma metoda je metoda Galerkinova, kde jako vahové funkce
volime w; = 8%@ = N;(z), tedy derivujeme piimo aproximaé¢ni fadu. Nase
soustava pro nalezeni hledanych «; je potom tvaru

/ " R(u)Ni(x)de, Vi (2.51)
0

pro nés piipad tazeného/tlaceného prutu pifmo

—/0 (up ()Ni(z) + f(z)Ni(z)) dz, Vi, (2.52)

Navic je vhodné si uvédomit, ze funkci w, derivujeme podle = dvakrat, tedy
uvniti derivujeme funkce N; dvakrat. Zatimco vdhovou funkci ani jednou. Je
proto vhodné opét vyuzit per partes a jednu derivaci pfenést na vahovou funkci.
S uvazovanim, ze vahové funkce se nuluji na obou okrajich tyce dostavame piimo

L
/0 (up(z)Nj(2) — f(x)Ni(z)) dz, Vi. (2.53)
Téchto rovnic je opét n a vedou na nalezeni nezndmych parametru a;. Pfimo na
tomto principu je zalozend i metoda konecnych prvki, coz spolu prozkoumdame
v nasledujici kapitole.
2.7 Slaba derivace - Jen doc¢asné umisténi

V predchozi sekci bylo ukdzano, ze pii feSeni rovnic v silné formé byva problém
s ¢leny, které nemaji klasickou derivaci v kazdém bodé vysetfované domény.
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Vzhledem k tomu se jevi vyhodné zavést zobecnéni pojmu derivace, kterému
fikdme slaba derivace. Definice je nasledujici - fikame, ze v je slabou derivaci
u pokud plati

b b
/ w(B)€ () dt = — / o(BED) AL, VE € C((a,b)), (2.54)

kde navic vynucujeme £(a) = £(b) = 0. Tato definice zobecnéné derivace se muze
zdéat prilis uméla nebo slozitd. Lze ale ukéazat, ze vede na funkce, kterou jsou
pro nés inzenyrsky pfirozené. Vezméme napf. funkei u(t) = |¢|. Tu lze rovnou
dosadit na levou stranu a upravit per partes. Dostavame

b b b b R
/ (e (1) dt = [1te(t)]” - / (1) ()e(t) at = — / Aenar,  (255)

kde jsme pii vycisleni okrajového clenu vyuzili, ze {(a) = {(b) = 0 a zavedli
jsme funkci H, coz je upravena Heavisidova funkce. Ta je definovana nésledovné

1, t>0
A= """ (2.56)
-1 t<0.

Jednd se o klasickou definici Heavisidovy funkce H(t) s tim rozdilem, Ze nase
verze H(t) neni definovdna v po¢atku. Porovnanim posledni rovnice s definici
slabé derivace zjistujeme, ze slabou derivaci funkce f(t) = |t| je funkce H(t). Je
potieba podotknout, ze funkce f(¢) méla za definiéni obor R, zatimco H nenf
v pocatku definovana, nase ziskana slaba derivace je tedy shodnd s klasickou
derivaci. Pro¢ tedy zavadét pojem slabé derivace? Pravé proto, ze vzhledem k
integralni definici slabé derivace, 1ze derivaci libovolné dodefinovat v pocatku.
Vysledek integrace se tim nezméni. Nasi novou definici derivace nyni spliuje
i funkce H s dodefinovanou hodnotou H(0) = 1. Stejné tak lze dodefinovat
funkci hodnotou H (0) = —1, nebo jinym redlnym ¢islem. Integrdlni rovnost
bude zachovana.
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