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Text je zatim jen souhrn poznamek a neméa dostatecnou koherenci. Nékteré
odstavce jsou plné popséany, jinde jsou rovnice uvedeny bez poznamek a jinde
chybi t¥eba doplnit obrézky. Casem budou nejasné odstavce prepsany a do
nutnych mist doplnény obrazky nebo text.
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Obréazek 1: Rozetfeni singuldrni trhliny (vlevo) omoci spojité exponencidlni
funkce (vpravo). Hodnota d = 0 pfedstavuje neposkozeny materidl, zatimco
d =1 je plné poskozeny material.

1 Predstaveni modelu

Jednd se o energetickou metodu v tom smyslu, ze trhlina a jeji vyvoj je fizen
minimalizaci néjakého energetického funkcionalu. Pravidla o rozvoji trhliny jsou
zakomponovana piimo v energii systému. Nasledujici myslenky a odvozeni jsou
prevzaty zejména z [?] a [?].

Mohli bychom zde rovnou uvést obecné rovnice tohoto modelu a analyzovat
jeho vlastnosti. Pojdme na to jit chvilku z druhé strany a pokusme se ener-
geticky funkciondl pro trhlinu, nebo jeho ¢ast, odvodit. Néjakou chvili budeme
pracovat s jednoduchym jednorozmérnym piipadem a odvozovat tedy rovnice,
které zaviseji jen na jedné pofadnici x. Zobecnéni pro 3D provedeme pozdéji
a sami uvidite, ze ono zobecnéni bude relativné primocaré. Pro takové ucely
je velmi vhodny akademicky prut nekonecné délky o prufezové plose A. Bez
ztraty obecnosti muzeme dokonce uvazovat A = 1. Vysetfovana doména je po-
tom x € R. Pokud v materidlu v misté x = 0 vznikne dokonald trhlina, potom
se jednd matematicky o singularitu a prace s ni je velmi obtizna. Takovy typ
trhliny je zaznacen v obrdzku 1 vlevo, kde je zavedeno nové pole d(z). Jedna se o
fédzovou velicinu, kdy d = 0 pfedstavuje neporuseny materidl a d = 1 predstavuje
plné poskozeny material. Lze na ni tedy nahlizet jako na relativni poskozeni.

Takové trhlina je neni vzhledem ke svému singularnimu charakteru dobfe nu-
mericky uchopitelnd, proto se ukazuje vhodnéjsi jeji rozetfeni, resp. aproximace
néjakou spojitou funkci, viz obrazek 1 vpravo. V tom ptipadé uz neuvazujeme
jen stavy d = 0 a d = 1, ale i vSechny mezilehlé hodnoty jsou piipustné, tedy
d € (0,1). Jedna z vhodnych funkci, kterou muzeme pro aproximaci pouzit je

d(z) = e "V, (1)

kde parametr ¢ fidi regularizaci a £ — 0 limitné obnovuje nespojité chovani.
Vyslednou funkei poskozeni mame zavedenou, nyni je nutné ovsem odvodit ener-
geticky systém, ktery takovou funkci generuje.

Stanoveny takového systému nenf jednozna¢éné. Pojd' me a priori piedpokladat,
ze nas funkciondl nebude zavisly jen na poli poskozeni d, ale i na jeho prvni de-
rivaci. Bude se tedy jednat o nelokdlni model. V tom piipadé musi byt tidici
rovnice (silnd forma) druhého fddu. Jinymi slovy, hleddme rovnici druhého #édu,



kterd m4d za feSeni nasi funkei (1). Neni tézké nahlédnout, ze hledand dife-
rencidlni ficdici rovnice musi byt nasledujici

d(z) — £2d" (z) = 0. (2)

V energetickych (chcete-li variaénich) pifstupech jsou fidici rovnice ziskdny z
prvotniho funkciondlu minimalizaci, zde vzhledem k d. Pro splnéni takového
pozadavku se dostdvame k hledanému funkciondlu I(d), ktery ma tvar

1 oo
I(d) = 3 / d? 4 02d"? dz. (3)

Odvodili jsme tedy funkciondl, jehoz minimalizaci dostavame Fidici rovnici, jejiz
FeSenim je rozetfend trhlina definovéna funkei d(z), tedy matematicky

e~ 171/ = argmin I(d(z)). (4)

Nez postoupime déle, je velmi dulezité si uvédomit par drobnosti. Pokud bychom
uvazovali prut s plochou A # 1, pak by funkciondl byl navic pfendsobem plochou

A. Navic libovolny ndsobek funkciondlu cI(d), kde ¢ € R, je ekvivalentni s nasi
tlohou a jeho minimalizaci stdle dostdvdme feSeni regularizované trhliny (1).
Otéazkou je, zda muze byt tato konstanta libovoln4.

Pokud dosadime funkei (1) do funkcionalu I(d) a vyéislime, dostavame I (e~121/¢) =

£. To by obecné nevadilo, ale nebylo by tak snadné systém fyzikalné interpreto-

vat. Pokud ale funkciondl I(d) piendsobime 1/, potom ho lze interpretovat jako
aproximaci plochy trhliny, ktera je zde jednotkova. Po pfenasobeni dostdavame

tedy nové definovany funkcional

1 o0
v(d) = ﬁ/ d* + (2d”* dz, (5)

ktery uz muzeme navic fyzikalné interpretovat jako spojitou aproximaci plochy
trhliny.

2 Obecny model pro kontinuum

Vyse jsme si tedy odvodili fidici funkcional, ktery se nam navic podarilo fy-
zikalné interpretovat. Tato interpretace ale neni dostatetné obecnd, protoze
pouze tikd, co znaci funkciondl, jehoz minimalizaci ziskdme pole poSkozeni.
Otéazkou zustava, jak vlozit tyto uvahy do kontextu mechaniky kontinua pro
spravnou odezvu systému. Vyuzijeme k tomu nové definovanou funkci v(d).
Nejprve se se presunme na na lehce konkrétnéjsi, méné akademicky, pripad.
Uvazujme tazeny/tlaceny prut délky L, ktery je v misté & = 0 piipevnén a v
misté x = L je predepisovéan posun [TODO: Doplnit obrazek]. Jeho mechanika
je potom popséna dvojici funkef: polem posuntt u(z) a polem poskozeni d(x).
Nasi okrajovou podminku lze pak pfepsat jako «(0) = 0 a u(L) = @. Uvazujme
pro jednoduchost, ze predepsany posun je u = tL, kde ¢ € R je monoténné



rostouci parametr. Tato okrajovd podminka je volena, protoze indukuje v prutu
konstantni pole deformace, které je rovno piimo ¢. Pokud bychom ptedpokladali,
ze v materidlu vznikne ostra trhlina, potom lze energii systému popsat tzv. Gri-
fithovym energetickym funkcionalem, ktery popisuje takovy systém. Elegantni
funkcional, ktery je ale velmi Spatné pouzitelny pro numeriku vzhledem ke svému
nespojitému charakteru. Pro obecné elastické poskoditelné kontinuum je tento
funkcional roven

S(u,T) = (w)dV + Gy /F ds. (6)

O\

Zde v je hustota elastické energie, ktera je integrovana vSude az na vyjimku
bodu & € T, kde I' ptedstavuje topologii trhliny. Geometricky to znamen4,
ze v téchto bodech je umoznéna skokova zména elastické energie. Druhy ¢len
predstavuje disipovanou energii, kterda je rovna lomové houzevnatosti Gy vy-
nasobené plochou vzniklé trhliny. Tuto plochu zde reprezentuje prave ¢len fr ds.
Chovani systému je nasledné fizeno minimalizaci takového funkcionédlu. Trh-
lina se rozsifi pravé tehdy, kdyz je disipovana energie nové vzniklé trhliny
niz$i nez zména elastické energie systému. Zakladni myslenka phase-fied mo-
delu poskozeni je matematicka regularizace disipativniho ¢lenu, tedy zejména
regularizace plochy trhliny. S vyse zavedenou plochou y(d) tedy dostdvdme

Gr /F dS = Gy(d). (7)

Pojd'me jesté diskutovat elasticky ¢len. V nasem piipadé se jednd o tazeny /tlaceny
prut, jehoz ulozend eergie je v pifpadé ¢isté elasticity rovna [ %Eu' 2 dz. Nicméné
v piipadé modelu s poskozenim je potfeba zménit tuhost systému vzhledem k
vyvijejici se trhliné. V misté, kde se poskozeni blizi jedné, musi tuhost klesat
k nule. K tomu tc¢elu zavadime tzv. degradacni funkci nésledujicim multiplika-
tivnim zpusobem

b
/0 ig(cl)Eu’2 dz. (8)

Obé ingredience modelu médme piedstaveny, proto muzeme jiz sméle sestavit
celkovy energeticky funkciondl systému jako

L1 Gy L
E(d) :/ ~g(d)Eu? dx+—/ (d2+éd’2> dz. (9)
0o 2 2 Jo \/

Tedy ndmi diive predstaveny funkciondl v(d) bylo jesté nutné prendsobit lo-
movou houzevnatosti pro vhodnou fyzikalni interpretaci. Provdzanost posunu s
poskozenim je skrze degradaéni funkci g(d).

Vse co bylo predstaveno je zalozeno na ndmi adhoc vybrané funkei (1), kterd
muze byt ovSem volena libovolné jinak a takovych systému lze odvodit vice.
Nebudeme tyto dvahy délat pro vice funkei d(z), misto toho na tomto misté



uvedeme dnes uznavané zobecnéni a v nasledujici kapitole vysetiime analyticky
chovani jednotlivych modelt. Toto zobecnéni nabyva tvaru

£(d) = /OL %g(d)Eu’Q dz 4+ &1 /OL <2a(d) +£d’2) dz, (10)

Ca

Gt

kde g(d) a a(d) jsou 2 funkce, které idi chovén{ systému. Parametr ¢, je pouhou
konstantou, kterd musi byt volena tak, aby druhy integral stale pfedstavoval
aproximaci disipovaného ¢lenu. Tedy hledame ¢, takové, aby integral

Cla/OL (za(d)+€d’2) dz (11)

stdle aproximoval plochu trhliny, v nasem piipadé se rovnal jedné. Muzeme vyjit
ze silné formy, tedy z fidici rovnice, kterou dostaneme po minimalizaci vzhledem
k d. Dostavdme podobnou rovnici jako byla (2), jen v tomto obecnéjsim piipadé
nabyva tvaru

o (d(z)) — 202d"(z) = 0. (12)
Pfendsobenim d’(z) a zintegrovdnim dostaneme upraveny tvar

a(d(z)) —FPd?*(z)=0 = d(z)= % a(d(z)). (13)
Resp. zderivovdnim (13) podle x dostavdme (12), tedy obé rovnosti jsou az
na konstantu ekvivalentni. Nyn{ mizeme vyraz ¢d’? z (13) dosadit do (10) a
vypocitat celkovou plochu trhliny. Ze zjednodusujicich duvodi uvazujme inte-
graci jen pres x € (0,2), kde & je misto v kterém vznikla trhlina. Odhadovand
plocha trhliny pak neni 1, ale % Pro nasi konstantu ¢, tedy pozadujeme aby
platilo

1 (%2 1

Uz méame prakticky hotovo, poslednim krokem bude zména integrace z dx na
dd. S pouzitim (13) a s védomim, ze dz = d'(z) dd dostdvdme konecny vztah

Co = 4/1 Vva(d)dd. (15)
0

Zéménou integracnich domén doslo i k zadméné integracnich mezi. Pfirozené
nastava otazka, zda v misté x = 0 je opravdu pole poskozeni nulové. Vskutku
hned nase aproximac¢ni funkce (1) nabyva nulové hodnoty jen v nekoneénych
vzdalenostech. Nicméné s klesajicim ¢ je tento predpoklad ¢im dal vice redlny a
pro rizné volby « je splnén presné i pro velka /.



3 Analytické reseni

V této sekci sumarizujeme znamé analytické vzorce pro nékteré hojné pouzivané
modely. Jak jiz bylo zminéno, fidici rovnice muzeme odvodit minimalizaci funk-
ciondlu vzhledem k proménnym u(z) a d(x), resp. prvni variace vzhledem k
obou funkcim musi byt nulova. Musi tedy platit

L L
6E(0u, 6d) = / g(d)Eu'du’ do + %/ g (d)Eu/?6d da+
0 0

% L

Cq 0

1
+ (Ea’(d)éd + m’&z’) dz =0 (16)

3.1 Model Bourdin, o = d?

Tento model ziskdme uvazovanim a(d) = d?, g(d) = (1—d)?. Navic ndm vychéz{
konstanta ¢, = 2.

Vyieseni takového problému neni trividlni, pojdme proto vysetfovat pro-
zatim tzv. homogenni feSeni. Pokud se totiz podivame na rovnice pro pole po-
sunu u, je vidét, zZe legitimni je feSeni v kterém je v celém prutu homogenni
napétové pole, tedy

u'(x) = t,u(z) = tr,o0 = tE(1 — d)>. (17)

Velic¢ina ¢ tady neoznacuje skutetné napéti, ale pouze nominalni napéti. Po-
kud je v prutu konstantni napéfovy stav, mélo by se i pole deformace vyvijet
konstantné (zanedlouho uvidime, Ze to tak tplné neplati), muzeme tedy zkusit
predpoklddat konstantni pole poskozeni, tedy d’'(z) = 0. Kritérium pro vyvoj
poskozeni ziskany z prvni variace je potom rovno

Gy

—(1—d)Et* + -420, d (—2(1 —d)Et* + (;fd) =0 (18)

7Z tohoto kritéria je okamzité mozné ziskat vztah mezi polem napéti o a polem

poskozeni d jako
o(d) = \/%dE(l —d)3. (19)

Pojd'me se podivat, jakého maximdlniho nomindlniho napéti nas prut dosédhne.
Extremdlnost funkce o(d) ziskdme jednoduse derivaci podle d. Poloha extrému
nezavisi na ostatnich parametrech a nastava vzdy pro d = %. Hodnota tohoto
napéti je potom rovna

1\ 33 [GE
owe =7 (5) =35 5 (20)

Je opét zajimavé zkoumat, co z tohoto vysledku plyne. Je mozné prekvapujici, ze
pokud ¢ — 0, potom maximalni napéti roste nade vSechny meze. Resp. obracené,



pro vznik trhliny je potfeba nekone¢né napéti. To je ovSem v souladu s linedrni
lomovou mechanikou, kterd predpovidéd totéz a taktéz je zalozena na ekviva-
lentnim energetickém principu. Jedna z moznych interpretaci je divat se na ¢
jako na materidlovy parametr. Pokud zname pevnost v tahu o, daného ma-
teridlu a taktéz jeho lomovou houzevnatost G, potom je parametr ¢ z tohoto
tahového testu dan jednoznacné. Jinymi slovy vnimame singularni trhlinu jen
jako teoreticky pojem a na kazdou trhlinu se divame jako na duktilni. Z vysledku
je také patrné, ze odezva je stile stejnd, pokud drzime podil G¢/¢ konstantni.

Z vyse uvedenych vztaht lze algebraickymi dpravami dostat i zdvislost ho-
mogenniho poskozeni pro dany pseudocas t, dostavame

2

U
dt) = —————, 21
®) w2+ 3u2 ., (21)
kde umax je predepsany posun vedouci na maximalni napéti, plati
160 max L
Umax = %. (22)

Nakonec dostavame vztah mezi vyslednym napétim a predepsanym posunem
jako

4
o(t) = F—tmax

23
( + 3ula)” %)

~| 2

Kromeé vysledného feseni je vhodné vysetfovat také stabilitu tohoto feseni. Kdyz
je stabilita naruSena, muze dojit k preferenci feSeni s lokalizaci pole poskozeni
do jednoho mista. Toto feseni poté neni homogenn{ a pole d'(x) uz nenf nulové.
Stabilitu lze vysetfit z druhé variace energetického funkcionalu vzhledem k d.
Pro druhou variaci ziskdavame nasledujici tvar

L L L
1
526 = / g(d)ESu” da + / ¢"(d)Eu5d? de + Gy / (léd2 + l6d’2) dz
0 0 0
(24)
Podle znaménka tohoto vyrazu lze usuzovat o stabilité. Stabilni feSeni ma dru-

hou variaci kladnou, zatimco nestabilni feSseni ma druhou variaci zdpornou.
Kritérium stability plynouci z téchto tivah lze matematicky zapsat jako

£ < 7T\/§ ﬂz/u?nax
CT A (@2, — 1)

max

(25)

3.2 Model Pham, o =d

Tento model ziskdme uvazovanim a(d) = d, g(d) = (1 — d)?. Navic ndm vychéz{
konstanta ¢, = %.

Kritérium poskozeni neni oproti predchozime modelu aktivovano ihned od
zacatku zatézovani a odezva je néjaky cas elastickd. Jinymi slovy z kritéria



poskozeni

—(1—d)Et* + %d >0, d <—2(1 —d)Et? + 33) -0 (26)

vychézi néjaky cas zaporné pole d a poskozeni se zacne v doméné vyvijet az ve
chvili, kdy z kritéria plyne d > 0. Pfipomenme, ze kritérium je stanoveno pro

homogenni odezvu poskozeni, tedy pro piipad, ze d’ = 0. Z kritéria plyne, ze

d (27)

4 Numericka simulace modelu

5 Fragmentace

6 Model PHAM

[Pouze souhr zakladnich rovnic feseni]
Dalsi mozny model je néasledujici

L L
&(d) :/ 1g(al)Eu’2 dz + 3Gt <1d+€d/2> dz. (28)
L 2 g J, \@

Jeho slabd forma je viceméné stejnd, az na jeden ¢len, tedy

L 1 L L
6& (bu, 6d) = / 9(d) Bu'du’ dz + 5 / g'(d)Eu'?6d dx + ng / (15d+ 2¢d'5d’
0 0 0

‘
(29)

Do uréitého okamziku je odezva Cisté elastickd, az do okamziku maximalniho
napéti

G
Omaz = 7Ea (30)
12
které nastava pro predepsany posun
Umax
max — L 31

)dsz.
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