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Text je zat́ım jen souhrn poznámek a nemá dostatečnou koherenci. Některé
odstavce jsou plně popsány, jinde jsou rovnice uvedeny bez poznámek a jinde
chyb́ı třeba doplnit obrázky. Časem budou nejasné odstavce přepsány a do
nutných mı́st doplněny obrázky nebo text.
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Obrázek 1: Rozetřeńı singulárńı trhliny (vlevo) omoćı spojité exponenciálńı
funkce (vpravo). Hodnota d = 0 představuje nepoškozený materiál, zat́ımco
d = 1 je plně poškozený materiál.

1 Představeńı modelu

Jedná se o energetickou metodu v tom smyslu, že trhlina a jej́ı vývoj je ř́ızen
minimalizaćı nějakého energetického funkcionálu. Pravidla o rozvoji trhliny jsou
zakomponována př́ımo v energii systému. Následuj́ıćı myšlenky a odvozeńı jsou
převzaty zejména z [?] a [?].

Mohli bychom zde rovnou uvést obecné rovnice tohoto modelu a analyzovat
jeho vlastnosti. Pojd’me na to j́ıt chvilku z druhé strany a pokusme se ener-
getický funkcionál pro trhlinu, nebo jeho část, odvodit. Nějakou chv́ıli budeme
pracovat s jednoduchým jednorozměrným př́ıpadem a odvozovat tedy rovnice,
které závisej́ı jen na jedné pořadnici x. Zobecněńı pro 3D provedeme později
a sami uvid́ıte, že ono zobecněńı bude relativně př́ımočaré. Pro takové účely
je velmi vhodný akademický prut nekonečné délky o pr̊uřezové ploše A. Bez
ztráty obecnosti můžeme dokonce uvažovat A = 1. Vyšetřovaná doména je po-
tom x ∈ R. Pokud v materiálu v mı́stě x = 0 vznikne dokonalá trhlina, potom
se jedná matematicky o singularitu a práce s ńı je velmi obt́ıžná. Takový typ
trhliny je zaznačen v obrázku 1 vlevo, kde je zavedeno nové pole d(x). Jedná se o
fázovou veličinu, kdy d = 0 představuje neporušený materiál a d = 1 představuje
plně poškozený materiál. Lze na ni tedy nahĺıžet jako na relativńı poškozeńı.

Taková trhlina je neńı vzhledem ke svému singulárńımu charakteru dobře nu-
mericky uchopitelná, proto se ukazuje vhodněǰśı jej́ı rozetřeńı, resp. aproximace
nějakou spojitou funkćı, viz obrázek 1 vpravo. V tom př́ıpadě už neuvažujeme
jen stavy d = 0 a d = 1, ale i všechny mezilehlé hodnoty jsou př́ıpustné, tedy
d ∈ ⟨0, 1⟩. Jedna z vhodných funkćı, kterou můžeme pro aproximaci použ́ıt je

d(x) = e−|x|/ℓ, (1)

kde parametr ℓ ř́ıd́ı regularizaci a ℓ → 0 limitně obnovuje nespojité chováńı.
Výslednou funkci poškozeńı máme zavedenou, nyńı je nutné ovšem odvodit ener-
getický systém, který takovou funkci generuje.

Stanovený takového systému neńı jednoznačné. Pojd’me a priori předpokládat,
že náš funkcionál nebude závislý jen na poli poškozeńı d, ale i na jeho prvńı de-
rivaci. Bude se tedy jednat o nelokálńı model. V tom př́ıpadě muśı být ř́ıd́ıćı
rovnice (silná forma) druhého řádu. Jinými slovy, hledáme rovnici druhého řádu,
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která má za řešeńı naši funkci (1). Neńı těžké nahlédnout, že hledaná dife-
renciálńı ř́ıcd́ıćı rovnice muśı být následuj́ıćı

d(x)− ℓ2d′′(x) = 0. (2)

V energetických (chcete-li variačńıch) př́ıstupech jsou ř́ıd́ıćı rovnice źıskány z
prvotńıho funkcionálu minimalizaćı, zde vzhledem k d. Pro splněńı takového
požadavku se dostáváme k hledanému funkcionálu I(d), který má tvar

I(d) =
1

2

∫ ∞

−∞
d2 + ℓ2d′2 dx. (3)

Odvodili jsme tedy funkcionál, jehož minimalizaćı dostáváme ř́ıd́ıćı rovnici, jej́ıž
řešeńım je rozetřená trhlina definována funkćı d(x), tedy matematicky

e−|x|/ℓ = argmin I(d(x)). (4)

Než postouṕıme dále, je velmi d̊uležité si uvědomit pár drobnost́ı. Pokud bychom
uvažovali prut s plochou A ̸= 1, pak by funkcionál byl nav́ıc přenásobem plochou
A. Nav́ıc libovolný násobek funkcionálu cI(d), kde c ∈ R, je ekvivalentńı s naš́ı
úlohou a jeho minimalizaćı stále dostáváme řešeńı regularizované trhliny (1).
Otázkou je, zda může být tato konstanta libovolná.

Pokud dosad́ıme funkci (1) do funkcionálu I(d) a vyč́ısĺıme, dostáváme I
(
e−|x|/ℓ) =

ℓ. To by obecně nevadilo, ale nebylo by tak snadné systém fyzikálně interpreto-
vat. Pokud ale funkcionál I(d) přenásob́ıme 1/ℓ, potom ho lze interpretovat jako
aproximaci plochy trhliny, která je zde jednotková. Po přenásobeńı dostáváme
tedy nově definovaný funkcionál

γ(d) =
1

2ℓ

∫ ∞

−∞
d2 + ℓ2d′2 dx, (5)

který už můžeme nav́ıc fyzikálně interpretovat jako spojitou aproximaci plochy
trhliny.

2 Obecný model pro kontinuum

Výše jsme si tedy odvodili ř́ıd́ıćı funkcionál, který se nám nav́ıc podařilo fy-
zikálně interpretovat. Tato interpretace ale neńı dostatečně obecná, protože
pouze ř́ıká, co znač́ı funkcionál, jehož minimalizaćı źıskáme pole poškozeńı.
Otázkou z̊ustává, jak vložit tyto úvahy do kontextu mechaniky kontinua pro
správnou odezvu systému. Využijeme k tomu nově definovanou funkci γ(d).

Nejprve se se přesuňme na na lehce konkrétněǰśı, méně akademický, př́ıpad.
Uvažujme tažený/tlačený prut délky L, který je v mı́stě x = 0 připevněn a v
mı́stě x = L je předepisován posun [TODO: Doplnit obrázek]. Jeho mechanika
je potom popsána dvojićı funkćı: polem posun̊u u(x) a polem poškozeńı d(x).
Naši okrajovou podmı́nku lze pak přepsat jako u(0) = 0 a u(L) = ū. Uvažujme
pro jednoduchost, že předepsaný posun je ū = tL, kde t ∈ R je monotónně
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rostoućı parametr. Tato okrajová podmı́nka je volena, protože indukuje v prutu
konstantńı pole deformace, které je rovno př́ımo t. Pokud bychom předpokládali,
že v materiálu vznikne ostrá trhlina, potom lze energii systému popsat tzv. Gri-
ffithovým energetickým funkcionálem, který popisuje takový systém. Elegantńı
funkcionál, který je ale velmi špatně použitelný pro numeriku vzhledem ke svému
nespojitému charakteru. Pro obecné elastické poškoditelné kontinuum je tento
funkcionál roven

E(u,Γ) =
∫
Ω\Γ

ψ(u) dV +Gf

∫
Γ

dS. (6)

Zde ψ je hustota elastické energie, která je integrována všude až na výjimku
bod̊u x ∈ Γ, kde Γ představuje topologii trhliny. Geometricky to znamená,
že v těchto bodech je umožněna skoková změna elastické energie. Druhý člen
představuje disipovanou energii, která je rovna lomové houževnatosti Gf vy-
násobené plochou vzniklé trhliny. Tuto plochu zde reprezentuje právě člen

∫
Γ
dS.

Chováńı systému je následně ř́ızeno minimalizaćı takového funkcionálu. Trh-
lina se rozš́ı̌ŕı právě tehdy, když je disipovaná energie nově vzniklé trhliny
nižš́ı než změna elastické energie systému. Základńı myšlenka phase-fied mo-
delu poškozeńı je matematická regularizace disipativńıho členu, tedy zejména
regularizace plochy trhliny. S výše zavedenou plochou γ(d) tedy dostáváme

Gf

∫
Γ

dS ≈ Gfγ(d). (7)

Pojd’me ještě diskutovat elastický člen. V našem př́ıpadě se jedná o tažený/tlačený
prut, jehož uložená eergie je v př́ıpadě čisté elasticity rovna

∫
1
2Eu

′2 dx. Nicméně
v př́ıpadě modelu s poškozeńım je potřeba změnit tuhost systému vzhledem k
vyv́ıjej́ıćı se trhlině. V mı́stě, kde se poškozeńı bĺıž́ı jedné, muśı tuhost klesat
k nule. K tomu účelu zavád́ıme tzv. degradačńı funkci následuj́ıćım multiplika-
tivńım zp̊usobem ∫ L

0

1

2
g(d)Eu′2 dx. (8)

Obě ingredience modelu máme představeny, proto můžeme již směle sestavit
celkový energetický funkcionál systému jako

E(d) =
∫ L

0

1

2
g(d)Eu′2 dx+

Gf

2

∫ L

0

(
1

ℓ
d2 + ℓd′2

)
dx. (9)

Tedy námi dř́ıve představený funkcionál γ(d) bylo ještě nutné přenásobit lo-
movou houževnatost́ı pro vhodnou fyzikálńı interpretaci. Provázanost posun̊u s
poškozeńım je skrze degradačńı funkci g(d).

Vše co bylo představeno je založeno na námi adhoc vybrané funkci (1), která
může být ovšem volena libovolně jinak a takových systémů lze odvodit v́ıce.
Nebudeme tyto úvahy dělat pro v́ıce funkćı d(x), mı́sto toho na tomto mı́stě
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uvedeme dnes uznávané zobecněńı a v následuj́ıćı kapitole vyšetř́ıme analyticky
chováńı jednotlivých model̊u. Toto zobecněńı nabývá tvaru

E(d) =
∫ L

0

1

2
g(d)Eu′2 dx+

Gf

cα

∫ L

0

(
1

ℓ
α(d) + ℓd′2

)
dx︸ ︷︷ ︸

γGf

, (10)

kde g(d) a α(d) jsou 2 funkce, které ř́ıd́ı chováńı systému. Parametr cα je pouhou
konstantou, která muśı být volena tak, aby druhý integrál stále představoval
aproximaci disipovaného členu. Tedy hledáme cα takové, aby integrál

1

cα

∫ L

0

(
1

ℓ
α(d) + ℓd′2

)
dx (11)

stále aproximoval plochu trhliny, v našem př́ıpadě se rovnal jedné. Můžeme vyj́ıt
ze silné formy, tedy z ř́ıd́ıćı rovnice, kterou dostaneme po minimalizaci vzhledem
k d. Dostáváme podobnou rovnici jako byla (2), jen v tomto obecněǰśım př́ıpadě
nabývá tvaru

α′(d(x))− 2ℓ2d′′(x) = 0. (12)

Přenásobeńım d′(x) a zintegrováńım dostaneme upravený tvar

α(d(x))− ℓ2d′2(x) = 0 ⇒ d′(x) =
1

ℓ

√
α(d(x)). (13)

Resp. zderivováńım (13) podle x dostáváme (12), tedy obě rovnosti jsou až
na konstantu ekvivalentńı. Nyńı můžeme výraz ℓd′2 z (13) dosadit do (10) a
vypoč́ıtat celkovou plochu trhliny. Ze zjednodušuj́ıćıch d̊uvod̊u uvažujme inte-
graci jen přes x ∈ ⟨0, x̂⟩, kde x̂ je mı́sto v kterém vznikla trhlina. Odhadovaná
plocha trhliny pak neńı 1, ale 1

2 . Pro naši konstantu cα tedy požadujeme aby
platilo

1

cα

∫ x̂

0

2

ℓ
α(d) dx =

1

2
. (14)

Už máme prakticky hotovo, posledńım krokem bude změna integrace z dx na
dd. S použit́ım (13) a s vědomı́m, že dx = d′(x) dd dostáváme konečný vztah

cα = 4

∫ 1

0

√
α(d) dd. (15)

Záměnou integračńıch domén došlo i k záměně integračńıch meźı. Přirozeně
nastává otázka, zda v mı́stě x = 0 je opravdu pole poškozeńı nulové. Vskutku
hned naše aproximačńı funkce (1) nabývá nulové hodnoty jen v nekonečných
vzdálenostech. Nicméně s klesaj́ıćım ℓ je tento předpoklad č́ım dál v́ıce reálný a
pro r̊uzné volby α je splněn přesně i pro velká ℓ.
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3 Analytické řešeńı

V této sekci sumarizujeme známé analytické vzorce pro některé hojně použ́ıvané
modely. Jak již bylo zmı́něno, ř́ıd́ıćı rovnice můžeme odvodit minimalizaćı funk-
cionálu vzhledem k proměnným u(x) a d(x), resp. prvńı variace vzhledem k
obou funkćım muśı být nulová. Muśı tedy platit

δE(δu, δd) =
∫ L

0

g(d)Eu′δu′ dx+
1

2

∫ L

0

g′(d)Eu′2δddx+

+
Gf

cα

∫ L

0

(
1

ℓ
α′(d)δd+ ℓd′δd′

)
dx = 0 (16)

3.1 Model Bourdin, α = d2

Tento model źıskáme uvažováńım α(d) = d2, g(d) = (1−d)2. Nav́ıc nám vycháźı
konstanta cα = 2.

Vyřešeńı takového problému neńı triviálńı, pojd’me proto vyšetřovat pro-
zat́ım tzv. homogenńı řešeńı. Pokud se totiž pod́ıváme na rovnice pro pole po-
sun̊u u, je vidět, že legitimńı je řešeńı v kterém je v celém prutu homogenńı
napět’ové pole, tedy

u′(x) = t, u(x) = tx, σ = tE(1− d)2. (17)

Veličina σ tady neoznačuje skutečné napět́ı, ale pouze nominálńı napět́ı. Po-
kud je v prutu konstantńı napět’ový stav, mělo by se i pole deformace vyv́ıjet
konstantně (zanedlouho uvid́ıme, že to tak úplně neplat́ı), můžeme tedy zkusit
předpokládat konstantńı pole poškozeńı, tedy d′(x) = 0. Kritérium pro vývoj
poškozeńı źıskaný z prvńı variace je potom rovno

−(1− d)Et2 +
Gf

ℓ
d ≥ 0, ḋ

(
−2(1− d)Et2 +

Gf

ℓ
d

)
= 0 (18)

Z tohoto kritéria je okamžitě možné źıskat vztah mezi polem napět́ı σ a polem
poškozeńı d jako

σ(d) =

√
Gf

ℓ
dE(1− d)3. (19)

Pojd’me se pod́ıvat, jakého maximálńıho nominálńıho napět́ı náš prut dosáhne.
Extremálnost funkce σ(d) źıskáme jednoduše derivaćı podle d. Poloha extrému
nezáviśı na ostatńıch parametrech a nastává vždy pro d = 1

4 . Hodnota tohoto
napět́ı je potom rovna

σmax = σ

(
1

4

)
=

3
√
3

16

√
GfE

ℓ
. (20)

Je opět zaj́ımavé zkoumat, co z tohoto výsledku plyne. Je možná překvapuj́ıćı, že
pokud ℓ→ 0, potom maximálńı napět́ı roste nade všechny meze. Resp. obráceně,
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pro vznik trhliny je potřeba nekonečně napět́ı. To je ovšem v souladu s lineárńı
lomovou mechanikou, která předpov́ıdá totéž a taktéž je založena na ekviva-
lentńım energetickém principu. Jedna z možných interpretaćı je d́ıvat se na ℓ
jako na materiálový parametr. Pokud známe pevnost v tahu σmax daného ma-
teriálu a taktéž jeho lomovou houževnatost Gf, potom je parametr ℓ z tohoto
tahového testu dán jednoznačně. Jinými slovy vńımáme singulárńı trhlinu jen
jako teoretický pojem a na každou trhlinu se d́ıváme jako na duktilńı. Z výsledku
je také patrné, že odezva je stále stejná, pokud drž́ıme pod́ıl Gf/ℓ konstantńı.

Z výše uvedených vztah̊u lze algebraickými úpravami dostat i závislost ho-
mogenńıho poškozeńı pro daný pseudočas t, dostáváme

d(t) =
ū2

ū2 + 3u2max

, (21)

kde umax je předepsaný posun vedoućı na maximálńı napět́ı, plat́ı

umax =
16σmaxL

9E
. (22)

Nakonec dostáváme vztah mezi výsledným napět́ım a předepsaným posunem
jako

σ(t) = E
9u4max

(ū2 + 3u2max)
2

ū

L
. (23)

Kromě výsledného řešeńı je vhodné vyšetřovat také stabilitu tohoto řešeńı. Když
je stabilita narušena, může doj́ıt k preferenci řešeńı s lokalizaćı pole poškozeńı
do jednoho mı́sta. Toto řešeńı poté neńı homogenńı a pole d′(x) už neńı nulové.
Stabilitu lze vyšetřit z druhé variace energetického funkcionálu vzhledem k d.
Pro druhou variaci źıskáváme následuj́ıćı tvar

δ2E =

∫ L

0

g(d)Eδu′2 dx+

∫ L

0

g′′(d)Eu′2δd2 dx+Gf

∫ L

0

(
1

l
δd2 + lδd′2

)
dx

(24)

Podle znaménka tohoto výrazu lze usuzovat o stabilitě. Stabilńı řešeńı má dru-
hou variaci kladnou, zat́ımco nestabilńı řešeńı má druhou variaci zápornou.
Kritérium stability plynoućı z těchto úvah lze matematicky zapsat jako

L

ℓ
≤ π

√
3

4

ū2/u2max

(ū2/u2max − 1)
3/2

. (25)

3.2 Model Pham, α = d

Tento model źıskáme uvažováńım α(d) = d, g(d) = (1− d)2. Nav́ıc nám vycháźı
konstanta cα = 8

3 .
Kritérium poškozeńı neńı oproti předchoźıme modelu aktivováno ihned od

začátku zatěžováńı a odezva je nějaký čas elastická. Jinými slovy z kritéria
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poškozeńı

−(1− d)Et2 +
Gf

ℓ
d ≥ 0, ḋ

(
−2(1− d)Et2 +

3Gf

8ℓ

)
= 0 (26)

vycháźı nějaký čas záporné pole d a poškozeńı se začne v doméně vyv́ıjet až ve
chv́ıli, kdy z kritéria plyne d > 0. Připomeňme, že kritérium je stanoveno pro
homogenńı odezvu poškozeńı, tedy pro př́ıpad, že d′ = 0. Z kritéria plyne, že

d (27)

4 Numerická simulace modelu

5 Fragmentace

6 Model PHAM

[Pouze souhr základńıch rovnic řešeńı]
Daľśı možný model je následuj́ıćı

E(d) =
∫ L

0

1

2
g(d)Eu′2 dx+

3Gf

8

∫ L

0

(
1

ℓ
d+ ℓd′2

)
dx. (28)

Jeho slabá forma je v́ıceméně stejná, až na jeden člen, tedy

δE(δu, δd) =
∫ L

0

g(d)Eu′δu′ dx+
1

2

∫ L

0

g′(d)Eu′2δddx+
3

8
Gf

∫ L

0

(
1

ℓ
δd+ 2ℓd′δd′

)
dx = 0.

(29)

Do určitého okamžiku je odezva čistě elastická, až do okamžiku maximálńıho
napět́ı

σmax =

√
G

ℓ
E, (30)

které nastává pro předepsaný posun

umax =
σmax

E
L (31)
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