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Text je zatim jen souhrn poznamek a neméa dostatecnou koherenci. Nékteré
odstavce jsou plné popséany, jinde jsou rovnice uvedeny bez poznamek a jinde
chybi t¥eba doplnit obrézky. Casem budou nejasné odstavce prepsany a do
nutnych mist doplnény obrazky nebo text.
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1 Uvod

Diferencialni rovnice hraji v zivoté inzenyra nezastupitelnou roli. Ukazuje se, ze
ve fyzikdlnim svété nejsou velicin zavislé jen jedna na druhé, ale jsou zavislé i
s ohledem na rychlost zmény dané veliciny. Ptirozené se poté v popisu objevuji
derivace a rovnice popisujici systém se stavaji diferencialnimi.

Predpokladame, ze ¢tenar se s diferencidlnimi rovnicemi jiz potkal, presto je
didakticky vhodnéjsi pokracovat za predpokladu nulovych pfedchozich znalosti.

Predchozi znalosti nejsou nutné, presto je vhodné, pokud ¢tenai uz néjaké
rovnice tohoto typu potkal. Zejména tvodni ¢ést je ponékud povrchni a vyklad
cili spiSe na pfesun na zajimavéjsi teorie a také jejich nedostatky.

Jako vétsina textu na diferencidlni rovnice i my zaéneme nejprve klasifi-
kaci. Ta je dulezitd zejména proto, aby Ctendi dokédzal vytusit jaké metody
zvolit pro jejich feseni. Jednotlivé piipady budou posléze v jednotlivych sekcich
predstaveny s jejich kvalitativnim i kvantitativnim zpusobem feSeni. V této ka-
pitole je kladen duraz na analtické feseni, numerické zpusoby feSeni jsou potom
predstaveny v kapitole ?

Diferencidlni rovnice. Pojdme v prvni fadé zkoumat jedinou rovnici,
rozsiteni na soustavu rovnic je relativné piimocaré a je provedeno pozdéji. Dife-
renciadlni rovnice je rovnice, v které hledand neznama struktura je matematicka
funkce a vystupuji zde kromé funkce samotné i jeji derivace. Piikladem takové
diferencidlni rovnice muze byt tieba

2 2 2
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kde vystupuje nezmdmé funkce u(x,y,t) a jeji parcidlni derivace 2. fddu. V
dalsim textu predpokladejme pro jdednoduchost, ze hledand funkce je pouze
funkci prostorovych soufadnic z, y, z a ¢asové proménné t. Rozsifeni na libovolny
jiny systém je bezproblémovy.

Obecné zde neznamé funkce funkce muze vystupovat i libovolné formé -
muzeme zde potkat souciny funkei a jejich derivaci, logaritmy a jakékoliv jiné
matematické struktury. Pro dalsi klasifikaci je vhodné zavést formalni tvar ta-
kové rovnice. Muzeme abstraktné psat

F(u(x,y,z,t)):g(z,y,z,t), (2)

kde F'(u) muze obsahovat samotnou funkei u i jeji derivace, zatimco pravé strana
je pouze funkci prostorovych a ¢asové proménné, ale neni zde zadna zavislost
na na$i hedané funkci. Pokud je prava strana takové rovnice nulova, potom
diferencidlni rovnici nazyvame homogenni, v opacném piipadé se jedna o ne-
homogenni rovnici.

R4d rovnice. Réd je jednoduse skaldrni éislo, které oznacuje nejvyssi deri-
vaci, ktera se v rovnicich objevuje. V pripadé vyse uvedeného piikladu se jedna
tedy o diferencialni rovnici 2. fadu.



Obycejné a parcidlni a diferencidlni rovnice. Dalsi dulezité rozliSeni
je na parcidlni a obycejné diferenciani rovnice. Pojem obycejna diferencidlni
rovnice (zkracujeme ODR) oznacuje rovnici, kde se vyskytuje pouze funkce jedné
nezdvislé proménné a jeji derivace, tedy nase hledand funkce w(z) uz zdvisi jen
na jedné pofadnici, napi. z. Zatimco parcidlni diferencidlni rovnice (zkracujeme
PDR) jsou rovnice s funkei vice proménnych a jejimi derivacemi. Toto rozliseni
neni jen lingvistické, ale zdsadné rozdéluje zpusob pristupu k feseni rovnic. Tyto
typy jsou v dalsim textu vysetfovany zvlast, kazd4 jinym zptsobem. Pro tiplnost
- vySe uvedend rovnice je tedy parcidlni diferencialni rovnice.

Linearni diferencialni rovnice. V linearni rovnici se hledana funkce a
jeji derivace vyskytuji pouze v prvni mocniné a nevyskytuji se zde ani souciny
funkce a derivaci. Neboli funkce F' je linearni funkci proménné u a vSech jejich
derivaci. Uvedend rovnice je tedy linearni.

2 Obycejné diferencialni rovnice

Jak uvidime posléze, feseni diferencidlni rovnice nemda velmi ¢asto unikatni
feSeni, ale misto toho dostavame cely prostor feseni. Abychom z moznych feseni
vybrali to spravné, musime navic definovat néjaké predepsané podminky. Po-
kud predepisujeme hodnoty hledané funkce nebo jeji derivace v néjakém jed-
nom konkrétnim c¢ase, vétsinou v ¢ = 0, potom se jednd o pocatecni tlohu s
predepsanymi pocéateénimi podminkami. Pokud jsou hodnoty funkce nebo
hodnoty jeji derivace predepsany v ruznych bodech prostoru, potom mluvime
o okrajové tloze s okrajovymi podminkami. Okrajové nebo pocdtecni
podminky méni zptuisob jakym s diferencidlni rovnici zachazet a proto je budeme
zkoumat oddélené. Zacneme nejprve s pocatecni ilohou, kterd je nejvhodnéjsi
pro seznameni se s diferencialnimi rovnicemi. Zatnéme zkoumat nejprve homo-
genni obyc¢ejné diferencialni rovnice s predepsanymi pocateénimi podminkami
a to tzv. linedrni homogenni diferencidlni rovnici s konstantnimi koeficienty.
Prestoze se jedna o velmi specidlni typy rovnic, ptesto je jejich analyza dulezit4,
protoze velmi mnoho inzenyrskych problému vede pravé na tento typ uloh. Jejiz
nou homogenni diferencidlni rovnici s konstantnimi koeficienty a poté prejdeme
na jejich soustavu. Posléze budeme vysetfovat systémy nehomogenni.

2.1 Homogenni pocatecni iloha

Pojd'me nejprve zkoumat jednu z nejjednodusich linedrnich homogennich dife-
rencidlnich rovnic s konstantnimi koeficienty a to rovnici ve tvaru

. . dy(?)

y(t) = Cy(t), kdey(t) = Tt (3)
Hledame tedy funkci, ktera se po derivovani nezméni, az na multiplikativni kon-
stantu ( € R. Dodejme, ze v inzenyrské praxi je bézné derivaci podle ¢asu
oznacovat teckou, proto i v tomto textu vyuzivame tuto symboliku. ReSeni



takové diferencidlni rovnice neni tézké piimo odhadnout, ale z duvodu sys-
tematicnosti pojdme postupovat separaci proménnych. Celou rovnici nejprve
vydélime y(t) a vyndsobime d¢, dostdvdme

dy

— = (dt, (4)

y(t)
Obeg strany zintegrujeme. Vzhledem k ruznym infinitezimalnim pfirustkim na
levé a pravé strané integrujeme tu levou podle y a pravou stranu podle ¢. Inte-
graci dostavame feSeni v impicitnim tvaru

Iny(t)+ D =(_t, DeR, (5)

kde D je integra¢ni konstanta. Pro lepsi praci s ni ji muzeme prepsat jako
D = —InC a tim padem lze oba logaritmy slouc¢it. Vypocet ani vysledek se
nezméni, jen se zméni fyzikalni interpretace konstanty. Dostavame tedy

(t)

lnF = (t. (6)

Nakonec staci vyjadrit y(t) a dostdvame kone¢né explicitni feseni hledané funkce
y(t) = Cet', CeR. (7)

Drobnou pozndmku zaslouzi definiéni obor. Integraci funkce 1/y dostdvdme
spiSe In|y|. Nicméné definiéni obor neni potfeba v tuto chvili fesit, protoze in-
verzi logaritmu dostavame exponencidlni funkci, jejiz defini¢ni obor je opét celé
R. Navic vydélenim y jsme vyloucili feseni y(t) = 0, které je stdle legitimnim
fesenim. Tyto problémy plynou z neekvivalentnich tiprav, ale vysledny vzorec uz
omezeni nemd a je v poradku. Nase feSeni je jednoznacéné az na multiplikativni
konstantu C. Tu lze ur¢it pifmo z pocatetn{ podminky y(0) = yo, z té ihned
dostavame C = yy a vyslednym feSenim je

y(t) = yoet. (8)

Nez piejdeme k soustavam, pojd'me analyzovat diferencidlni rovnici (3) i v oboru
komplexnich ¢isel. Tyto ivahy se nam hodi i pfi feSeni rovnic v oboru realnych
¢isel. Pro nase piripady staci, kdyz uvazujeme ¢ € C. Postup vypoctu zustdva
stejny, a s vyuzitim, ze kazdé komplexni ¢islo Ize zapsat jako soucet ¢ = a + bi,
dostavame modifikované feseni ve tvaru

(a+bi)t _ yoeateibt. (9)

y(t) = yoe
Pfipomeiime euleruv vzorec pro exponencidlni funkci komplexniho ¢isla
e* = cosa +isinc, (10)

ktery okamzité aplikujeme pro nase feSeni a dostavame

y(t) = yoe™ (cosbt + isinbt). (11)



Clen v zavorce je harmonicky ¢len, ktery ma stélou amplitudu bez ohledu na
hodnotu parametru b. V komplexni roviné ma tento ¢len stalou velikost rovnou
jedné. Parametr ¢ ma oproti tomu nepiimy vliv na velikost amplitudy. Pokud
je a > 0, potom exponencialni funkce e’ roste nade viechny meze pii t — 0
a amplituda Teseni tedy roste taktéz. Rikdme, ze se jednd o tzv. nestabilni
feseni. Naopak, pokud a < 0, potom exponencidla tlaéi feSeni v dlouhém case
k nule a mluvime o tzv. stabilnim feSeni. Jak je vidét, stabilitu feseni ovliviiuje
pouze velikost realné ¢asti komplexniho ¢&isla (.

Nakonec jesté zminme, ze hledand funkce y(t) nemusi byt jen funkci jedné
proménné, ale muze zaviset na libovolném mnozstvi dalsim proménnych. Aby se
potad jednalo o ekvivalentni tilohu, nesmi byt zavislost na ostatnich proménnych
diferencidlni. Napf. pro funkei y(z,y,t) by diferencidni rovnice

Ay(x,y,t

% = Cy(z,y,t), (12)
meéla FeSeni

y(z,y,t) = y(z,y,0)e". (13)

Jednalo by se uz kategoricky o parcialni diferencidlni rovnici, ale diferencidlni
vztah zustdvd jen pro t. Mluvme tedy spiSe o pseudo-parcidlni diferencidln{
rovnici, kterd vykazuje chovani ekvivalentni s oby¢ejnou diferencidlni rovnici.

Predchozi ivahy o nasem velmi jednoduchém systému zni akademicky, ale
veskeré tyto uvahy se pokusime v nasledujici kapitole zobecnit pro analyzu sou-
stavy diferencialnich rovnic. Nez se do nich ale pustime, pokusme se i v tomto
bodé o jakési zobecnéni naseho systému. VSe bude déle rigorozné odvozeno, ale o
spojler se muzeme pokusit uz nyni. Nas systém je diferencidlni rovnice prvniho
radu, tedy obsahuje derivace prvnich fddu. Pro zbaveni se derivace musime
systém jednou integrovat, proto se v feSeni objevuje neznama konstanta C. Po-
kud se ovsem bude jednat o rovnici druhého fadu, potom jsou potieba takové
integrace dvé a d4 se (sprdvné) predpoklddat, ze se v Feseni vyskytnou dveé
takové nezname konstanty. Z toho taktéz plyne, ze pro unikétni feSeni je za-
potiebi zvolit dvé okrajové podminky. A tedy nepiekvapivé pii rovnici fadu n
je zde n volnych parametru. Podobné je tomu u soustav diferencialnich rovnic.
Pokud mame dvé nezavislé rovnice druhého tadu, tak nejen ze kazda z rovnic
generuje dvé volné konstanty, ale vzhledem k tomu Ze rovnice jsou dvé, je pocet
konstant dvojndsobny. Tedy soustava m rovnic fddu n mé takovych konstant
celkem m - n.

Vzhledem k tomu, Ze nas systém feSeni generuje m volnych parametri,
muzeme hovofit o n rozmérném prostoru feseni. Jak je zndmo z teorie vekto-
rovych prostoru, pro popis n rozmérného svéta potiebujeme n linedrné nezavislych
vektort. Stejné tomu je v piipadé prostoru funkci, kde hleddme n nezavislych
funkci, které generuji prostor feseni. To vSe bude ukdzano hned v nasledujici
kapitole, ale intuice nas vede k tomu, ze by to néjak takto mohlo fungovat.

[TODO: Pridat pitklad]



2.2 Soustava homogennich pocatecnich iloh

Piirozenym zobecnénim predstaveného systémem je soustava obycejnych dife-
rencidlnich rovnic s konstantnimi koeficienty a predepsanymi okrajovymi podminkami.
N4&s systém je tedy popsan m rovnicemi tvaru

Ui(t) = Cayr(t) + Giay2(t) + - + GimYm(t), i € (1,m), (14)

kde nyni vystupuje m nezndmych funkei y;(¢). Pro piiklad muze nds systém o
dvou rovnicich vypadat nasledovné

U1(t) = 2y1(t) + ya2(t), (15)
92(t) = y1(t) + 3ya(t). (16)
(17)

Coz lze zapsat kompaktnéji pomoci maticového a vektorového zapisu. Uvazujme,
ze hledané funkce y; a yo uspofdddme do vektorové funkce (y1(t),y2(t)) a
vSechny parametry usporadame do matice A. Diky tomu lze néas systém ekviva-

lentné zapsat jako
(7 - 2 1\ (wn
) — = Ay = ) 18
(yz) e (1 3) <y2> 1)

V predchazejici sekei jsme si ukazali, ze pfirozenym vysledkem pro homogenni
diferencidln{ rovnici s konstantnimi koeficienty je exponencidlni funkce e*, kde
velikost parametru A\ vyplynula piimo ze zadani. Zda se pfirozené uvazovat
y1 = eMt yp = et tedy 7e feseni jednotlivych funkef bude opét exponencidla.
Touto tvahou ale nemusime dojit ke korektnimu nebo uplnému feseni. Rovnice
jsou navzajem provazané a je tedy vhodnéjsi ocekavat tuto provazanost mezi
funkcemi. Reseni proto uvazujeme v nasledujicim tvaru

y(t) = tieM? + tye?t (19)

kde uvazujeme Ay # Ao. Jinak by se nejednalo o linedrné nezavislé funkce a
nas prostor reseni by nebyl popsan cely. V piipadé, ze dojde k rovnosti téchto
parametru, vypada feSeni trochu odligné, o tom vice pozdéji. Takto zvolené
feSeni muzeme nyni jiz sméle dosadit do zadani a dostavame

'y = Altle)‘lt + A2t2€>\2t = Ay = AtleAlt + AtQGAQt. (20)

Funkce y je fesenim soustavy diferencialnich rovnic praveé tehdy, kdyz parametry
t1,t2, A1, A2 spliiuj{ uvedenou rovnici (20). Tato rovnice

(A — MI)teMt 4 (A — \oD) tpe™?! = 0. (21)
Pii A\ # X2 se oviem jednd o dvé linedrné nezavislé funkce e** a e*2!. Pro

rovnost nule musi byt tedy roven nule jak ¢len u prvni funkce, tak ¢len u druhé
funkce. Tedy

(A—\Dt; =0 (22)
(A= XoD)ts = 0. (23)



Takové rovnice jsou zndmé z linearni algebry. Parametr A, ktery splnuje uve-
denou rovnici se nazyva vlastnim ¢islem matice A a jemu pfislusici vektor
t se nazyvéa vlastnim vektorem. Posledni chybéjici ¢lanek je volnd integracni
konstanta. Pokud je feSenim vyraz t;e*i!, potom je i jakykoliv jeho ndsobek
Ctie?it,C € R stéle feSenfm. Z toho diivodu lze piedpoklddat, Ze vysledné
obecné feseni bude ve tvaru

y(t) = C’1t1e)‘1t + Cztge)\zt, C1,Cs € R (24)

Nyni zbyva dofesit uréeni téchto vonych konstant C; a Cs z okrajovych podminek.
Uvazujme bez ztraty obecnosti pouze okrajové podminky v ¢ase t = 0. Okra-
jové podminky vycislené v jiném casovém okamziku lze prevést na tyto pouhym
casovym posunem celého problému. Uvazujme tedy dvé okrajové podminky ve
tvaru y1(0) = yo,1 a ¥2(0) = yo2 nebo kompaktnéji y(0) = yo. Nase Feseni
vy¢islené v tomto ¢ase tedy nabyva tvaru

Yo = Cit1 + Cato. (25)

Pro dalsi ivahy je vhodnéjsi pouzit kompaktnéjsi zapis. Pokud volné parametry
zapiSeme do vektoru C = (Cq,Cq) a vlastni vektory vyskldddme sloupcové do
matice V takto

t12 o2

V=(t, t)= <t“ t21) , (26)

kde prvn{ vlastni vektor je slozen se slozek t1 = (t11,¢12) a druhy to = (to1, ta2).
Nase feseni lze diky tomu pfepsat do kompaktni formy

Yo = TCa (27)

coz nam umoznuje piimy vypocet hledanych konstant z predepsanych okra-
jovych podminek takto

C =T 'y, (28)

Ze vseho zminéného lze tedy usuzovat, ze pokud méme soustavu rovnic defi-
novanou matici A, potom je vysledné feseni tvoreno z vlastnich ¢isel a vlastnich
vektoru této matice. Postup feSeni takové soustavy je tedy néasledujici:

1. Ze zadéni ziskdme matici A, kterd popisuje systém a spocteme jeji vlastni
¢isla \; a vastni vektory ¢;.

2. Vysledné obecné feSeni je potom ziskano superpozici jako
m
y(t) = CiteM. (29)
i=1

3. 7 predepsanych okrajovych podminek dostaneme po dosazeni soustavu
rovnic pro parametry C;, které ziskdme vyfreSenim této soustavy.



Predstaveny systém neni piili§ tézké zobecnit na vice rovnic. Nez pfejdeme
na ukdzku toho, kdy predchozi ulohy selhdvaji, predstavime si systematictéjsi
zpusob popisu daného systému, ktery aplikujeme rovnou na obecny problém o
m rovnicich. Misto dvou funkci jedné proménné uvazujeme takovych funkei m a
systém je popsan m diferencidlnimi rovnicemi s konstantnimi koeficienty. Kazda
z rovnic mé tedy tvar

Ui(t) = Cayr(t) + Giay2(t) + - + GimYm(t), i € (1,m). (30)
Vyhodnéjsi je se soustavou pracovat v maticové podobé
y = Ay, (31)

kde opét matice A je matice koeficientu a y je vektor neznamych funkei.
Uvazujme na okamzik, ze nds systém je zadan tak vhodné, ze matice A je
diagondlni. Schematicky se jedna o nasledujici soustavu

i i 0 - 0 Y1
) 0 G2 - 0 Y2
= . ) ) (32)
D

V tomto piipadé se nas problém rozpadne na n nezavislych obycejnych dife-
rencidlnich rovnic, jejichz feseni zname. ReSeni i-té rovnice ; = (i;y; s okrajo-
vou podminkou y;(0) = yo ; je rovno y; = eSiityy ;. Toto FeSenf miizete tedy opét
zapsat kompaktné pomoci maticového zapisu jako

n eMit 0 e 0 Yo,1

Yo 0 er2t L. 0 Yo,2

T = : : : = ePly,. (33)
Yn 0 0 ... ehnt Yo.n

Vyuzili jsme zde kompaktni zapis diagonalni matice, kterdA méa na diagondle
exponencidlni funkce s exponenty tvoifenymi koeficienty dané matici D jako eP?.
Tento zpusob zapisu je vice rozveden pozdéji, na tomto misté staci pfijmout
fakt, ze takovyto zapis je legitimni. K otdzce jak piesné pristupovat k operaci
mocnéni na matici se vratime zanedlouho.

Nase diagondalni soustava je sice elegantni a lehkd na vyfeSeni, nicméné
prirozené fyzikalni systémy mivaji vétsinou komplikovanéjsi strukturu a fidici
rovnice jsou vyrazné vice propojené. Pokud ovsem umime bez problému fesit
systémy s diagonalni matici, muzeme se pokusit nds provazany problém diago-
nalizovat a tim ho prevést na systém jehoz feseni zname. Vznika tedy prirozend
otazka, zda je matice A diagonalizovatelna. Jeden z piirozenych zpusobu, jak o
tom matematicky premyslet je zda existuje néjaka linearni transformace soufadnic
y — x, kterd nase funkce y ve starém soufadném systému pievede na nové



funkce v novém soufadném systému, které jsou diagonélni vzhledem ke zvolené
soustavé rovnic. Jedna-li se o linearni transformaci soufadnic, lze tuto transfor-
maci vyjadrit maticovym nasobenim y = Tx, kde T je transformacni matice.
Chceme-li se podivat, jak nase transformace zménila soustavu diferencidlnich
rovnic, stac¢i pouze dosadit, dostavame

Tz = ATz, (34)
neboli
=T 'ATx. (35)
——
D

Jak bylo feceno, o transformaci predpokladame, ze diagonalizuje systém. Ptame
se tedy, jakého musi byt transformace typu, aby vznikld nova matice soustavy
byla diagonalni, neboli musi platit

D =T 'AT, (36)
neboli
TD = AT. (37)

Posledni predstavena rovnice je rovnice predstavujici zdkladni rovnici pro vypocet
vlastnich ¢isel a vlastnich vektori. Aby to bylo lépe vidét, je vhodné si matici
T predstavit slozenou sloupcové z vektoru t;. Pokud prvky diagonalni matice
oznacime \;, potom pro soucin TD plati

A
| | 0 X -+ 0 \ | |
ti ta -ty . . = | Mt1 Aoty - At
o | ; : | | |
0 0 - A
(38)
a tedy rovnici (37) lze pomocné zapsat jako
| | | . |
Mtr daty o Amtm | =At1 ty oty | (39)

Lze si rozmyslet, ze se na rovnost téchto dvou matic muzete divat i po ¢dstech.
Pokud se tyto matice rovnaji, musi se rovnat i jejich sloupce. Pokud se podivame
na i-ty sloupec, musi tedy platit

i\ = At (40)

Tato rovnice by méla byt povédomd, opét se jednd o problém vlastnich ¢isel a
vlastnich vektoru. Tedy maticovd rovnice (37) pfedstavuje kompaktn{ zdpis pro
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vlastni problém. Hledame diagonalni matici D a matici T, které tuto rovnost
spliiuji. Toho lze docilit tak, ze prvky na diagondle v D budou vlastni ¢isla a
matice T bude sloupcové vytvorena z vlastnich vektoru. Zde vidime, ze problém
vlastnich ¢isel ma izkou souvislost s fesenim soustavy diferencidlnich rovnic.

Dle rovnice (35) tedy diagonalni matice vytvorend z vlastnich ¢isel popisuje
nas transformovany systém @ = Da. Jeho feseni uz bylo ptedstaveno diive a
Ize ho symbolicky zapsat jako x = eP?. Toto je oviem feeni transformované
soustavy, my chceme znét feSeni puvodni soustavy. Piimo z nagich piredpokladu
ovSem plyne y = Tx a tedy z feSeni x ziskdme y pouhy prendsobenim trans-
formac¢ni matice. Dostavame obecné feseni ve tvaru

y(t) = TeP?. (41)

Vsimnéte si, ze jelikoz je matice T tvorena z vlastnich vektoru, dostdvame tentyz
prostor feSeni y = Y t;y; jako na zacdtku kapitoly. Nage tvahy z didaktickych
duvodu diskriminovaly volné parametry C;. Vyse bylo odvozeno, ze volbu ta-
kovych parametrii z pocateénich podminek lze ziskat jako T~! a nase konecné
FeSeni spliujici okrajové podminky y(0) = yo je rovno

y(t) = TeP' T yo. (42)

Ke stejnému zavéru se lze dostat skrze analyzu zminéného mocnéni na matici.
Otéazkou totiz zlstava, co piesné e® znamend. To lze nejlépe nahlédnout z Ta-
ylorova rozvoje. Lze relativné jednoduse ukéazat, ze pro skalarni funkci e” plati
TOZVO]j
2 3
T _= — — ...
f =lta+ gt (43)

Jednd se ovSem o vyraz, ktery lze relativné bezproblémoveé zobecnit i pro matice.
Staci jednicku nahradit jednotkovou matici a mocniny matic jsou prirozené

n krat

2 3 n
A =AA, A°=AAA, A" =AA.-.-A. (44)
Diky tomu lze ihned definovat i nasi maticovou exponencialu jako
A 21 31
e =I+A+A ?+A g"‘, (45)
kde I je jednotkova matice. Nebo ptipadné rovnou
At 2p2 1 3431
A =T AL+ PA% 4 PAT (46)

Pokud se podivame na jiz zminénou exponencialni funkci diagonalni matice
ePt, nedostavame nic prekvapujicitho. Mocniny diagondlnich matic jsou stile

diagondlni matice, akorat jejich prvky jsou mocnéné. Pro diagonalni matici tedy
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piimo z Taylorova rozvoje plyne

e/\lt 0 - 0
0 et 0
Pt =1 | |- (47)
0 0 etnt

Nicméné mi nechceme znéat pouze feseni diagonalizované soustavy & = Dz, ale
také feseni puvodni soustavy ¥y = Ay. A zde je vidét krdsa maticové expo-
nencidly, protoze stejné jako y = e je FeSenim diferencidlni rovnice § = (y,
je y = Mt fesenim ¢ = Ay. Pii opétovném uvazovani pocatecnich podminek
y(0) = yo dostdvame Teseni pocatecni tlohy jako

y(t) = eyo. (48)

Matici A miizeme ziskat piimo z (36) jako A = TDT !, coz lze rovnou dosadit

do Tylorova rozvoje pro et a postupné dostavame
At 2421 3731
M =T+ AL 1A% AT (49)
1 . 1
=TT ' +¢TDT! + t2TD2T*15 + t3TD3T’1§ o (50)
1 1
:T(I+tD+t2D22'+t3D33'+---)T‘1, (51)
oDt
kde bylo navic vyuzita vlastnost A™ = TD®T~!, kterd plyne ihned z
A" =TDT'TDT!...TDT'TDT~! = TD"T~! (52)
—— ——
I I
Tedy pro shrhuti - nase soustava diferencidlnich rovnic ¥y = Ay m4é feseni
y(t) = TeP' T~ yo, (53)

kde D je diagondlni matice vlastnich ¢isel a T je matice vlastnich vektoru. Je
vhodné poznamenat, Ze nasobeni prvni matici T zleva pochdzi z transformace
mezi souradnymi systémy a nasobeni inverzni matici T zprava pochézi z hledani
volnych parametru C;.

V nasledujici sekci si vSechny predchozi ivahy predstavime na konkrétnim
pripadu matematického kyvadla.

Reseny piiklad - matematické kyvadlo

Zacneme typickym ucenicovym piikladem, ktery je ale vhodné ilustrativni a
to diferencidlni rovnice teoretického kyvadla. Slovo teoretické vyuzivame proto,
Ze je uvazovana celd fada zjednodusujicich predpokladu: z téch podstatnych
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uvedme, Ze zdvésny prut nemd vlastni véhu, veskerd vaha je koncentrovana
v hmoté na konci kyvadla. Zavés mé konstantni délku a kyvadlo nemda zadné
tFeni. Z téchto predpokladi muzeme odvodit zékladni rovnici naseho fyzikalniho
problému ve tvaru

é+%mw=0 (54)

Nejedné se ovsem o linearni diferencialni rovnici, proto uvazujeme navic, ze hel
f je maly a lze potom volit aproximaci sinf ~ 6 a dostdvame linearni rovnici
pro tzv. matematické kyvadlo

é+%9:0 (55)

Jedn4 se sice o rovnici 2. fadu, kterou neumime fesit pfedstavenymi néstroji, ale
jeji prevedeni na dvé rovnice prvniho fadu je relativné primocaré. Staci uvazovat
novou proménnou &, ktera reprezentuje tthlovou rychlost. Dostdvame soustavu

b=¢ (56)
¢=—Je, (57)

kterou muzeme vytesit uvedenymi metodami. Nejprve sestavime matici soustavy

R

kde jsme pro lepsi manipulaci s konstantami zavedli novou proménnou w. Tu
budeme pozdéji i interpretovat, prozatim je pouze pomocna. Vlastni ¢isla takové
matice vychazeji

A = +iw. (59)

7 téchto hodnot lze rovnou sestavit diagonalni matici D a matici T sestavenou
z vlastnich vektoru jako

_fiw 0 (1 1 o1/ -4
D_(o —m» T_(m —m) T _2(1 ;)7 (60)

kde je uvedena navic inverzni matice k matici T. VSechny ingredience mame
tedy k dispozici a muzeme sestavit vysledné feseni v maticovém tvaru

1/1 1 et 0 1 -4
v =5 (1 ) (%0 ) (I ) m (61)

Trojici maticového nasobeni za sebou mizeme provést a ihned dostdvame piijemnéjsi
tvar

1 eiwt 4 e—iwt _ieiwt 4 ie—iwt
00 =5 (oo T 2w (62)

Wt —jwe~ elWt 4 gTiwt
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Vysledné feseni je stale v komplexnim tvaru, coz muze prekvapit. VySetiujeme
totiz realny systém u kterého ocekavame redlnou odezvu, tedy redlné feSeni.
Nase feseni je vskutku realné, pojdme to nyni ukdzat. Pouzijeme k tomu pouze
Euleruv vzorec. Thned dostavame

et et = 2 cos(wt) (63)

i iwt i —iwt 2 :
—_— —_ - — S t 64
—e e - sin(wt) (64)
iwelw! —jwe Wt = 2w sin(wt), (65)

a nage feSeni je opravdu pouze v oboru realnych ¢isel. Dostavame

_( cos(wt)  Lsin(wt)
y(t) = (—w sin(wt)  cos(wt) > Yo, (66)

coz je nase konecné feseni. Piipadné muzeme jesté nakonec feSeni rozepsat po
slozkach jako

0(t) = cos(wt)y + %sin(wt)fo, (67)
&(t) = —wsin(wt)fy + cos(wt)&o, (68)

2.3 Mnohondsobné vlastni ¢islo

Jak si ukdzeme za chvili, nastavaji situace, kdy predchéazejici ivahy selhdvaji.
Zejména se to tykd pripadu kdy ndm vychézeji vicendsobnd vlastni ¢isla. Nicméné
samotny vyskyt nasobného vlastniho ¢isla jesté nic neznamend, zalezi na vlast-
nostech vlastnich vektoru. Co tieba hned nas akademicky ptiklad

g = (5 ‘f) y. (69)

Ten samoziejmé muzeme vytesit ihned bez pouziti jakychkoliv metod. Nicméné
i za pouziti rozkladu do vlastnich ¢isel bychom meéli dostat stejny vysledek.
Charakteristickd rovnice takové matice je (1 — X)? = 0 a tedy vlastni &islo je
dvojnasobné a je rovno A = 1. Z analyzy vlastnich ¢isel vime, ze vlastni vektor
je vektor splaujici (A — AI)v = 0. Pro nés systém tedy po dosazeni vlastniho

¢isla dostavame
0 0
(O O) v =0. (70)

Nicméné je vidét, ze pro libovolny vektor v je rovnost splnéna. Muzeme ho
tedy zvolit jakkoliv. Aby nas systém byl kompletni, musime hledat dva takové
vektory - zde uz ovSem neplati libovile ve vybéru. Zvolend dvojice musi byt
vzéjemné linedrné nezavisla, jinak by nebylo mozné invertovat matici T. Jako
nejpiirozenégjsi je volit dvojici (1,0) a (0,1), nicméné muzeme zkusit zvolit i
jinou dvojici a sledovat, zda dostaneme totéz Teseni. Zvolme napt. t; = (a,0)
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a ty = (b,c), kde a,b,c € R. Aby feSeni bylo legitimni a dostateéné reguldrni,
vylou¢ime moznost a = 0 nebo ¢ = 0. Pak pro nas systém dostavame feseni

_ a b\ (et 0 1/a —b/ac et 0
y = TeP'T lyo = <0 c) (O et) ( (/) 1;0 )yoz (O et) yo- (71)

Kde jsme opravdu po roznasobeni matic dostali ocekdvané feseni. V takovém
piipadé se tedy na nasem predstaveném zpusobu feSeni nic neméni. Trochu jind
situace nastava v pripadé nasledujici tilohy

g = (f) }) y. (72)

V tomto piipadé dostavame tytéz vlastni ¢isla, tedy dvojnasobny koifen A\ = 1,
ale lisi se maticova rovnice pro vypocet vlastnich vektoru, kterd je nyni ve tvaru

(8 (1)) v=0. (73)

Hned z prvniho fadku dostavame, ze druhd slozka vlastniho vektoru musi byt
nulovd, zatimco prvni miZe byt libovolna. Tento fakt je problematicky nebot
libovolna dvojice (a,0), (b,0) je linedrné zdvisld a tim paddem ziskand matice T
nenf invertovatelnd a nelze tedy stanovit soué¢in T~'AT. Nage zvolené zptsoby
fesenf tedy selhdvaji a systém takovym zptsobem nelze diagonalizovat. Vratme
se proto k difve uvedené maticové exponenciale, kterd ndm muze prozradit vice
o charakteru feseni. Rekli jsme si, Zze obecnym Fesenfm takového systému je
nasledujici vyraz

y(t) = ey, (74)

kde maticovou exponencialu jsme si definovali diive. V ptipadé naseho piikladu
staci nyni dosadit do rozvoje takového systému. V prvni fadé je potfeba stanovit
maticové mocniny. Pro né dostavame

I B O NP (RS R

A

To lze dosadit do Taylorova rozvoje pro et &m#Z dostaneme

At (11 AN £ A N
eI+<01t+012+016+ . (76)

Je ihned vidét, ze v prvnim fadku druhého sloupce, tedy na pozici (1, 2), dostavame
nulovou funkei, zatimco na pozici (1,1) a (2,2) dostdvame klasicky rozvoj pro
et. Oviem na pozici (2,1) dostavame nésledujici rozvoj

1 1
At (77)

1
2 3
t+2t §+3t 3 1
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neboli po upraveé

1 1
2L 3t ) gt
t<1+t+t 2!+t 3!+ )-te. (78)
N4&s prostor fesenf je tedy definovan dvojici linedrné nezévislych funkei e a te!
a konecné feseni je

y= (%t tet) Yo (79)

et

chceme pokazdé, kdyz narazime na vicendsobni vlastni ¢&islo, poéitat nekoneénou
maticovou fadu. Pojd'me si proto predstavit pragmati¢t&jsi zpiisob feseni této
ulohy. Zustanme stdle u dvou rovnicich s dvéma nezndmymi funkcemi, které
maji dvojnasobné vlastni ¢islo A. Nicméné zkoumejme tentokrat plné obecny
systém y = Ay. Pro uplny popis prostoru feSeni musime nalézt dvojici linedrné
nezavislych funkci, které jsou feSenim na$i tlohy. Je prirozené uvazovat dvo-
jici funkei e* a te. Pokud tedy budeme uvazovat prvni funkci FeSeni jako
y1 = t1e™M a dosadime ji do diferencilni rovnice, potom po tipravé a po vydéleni
exponencialni funkci dostavame

(A— M)t = 0. (80)

Jedna se o identickou rovnici pro vypocet vlastnich ¢isel a vlastnich vektoru.
Tato rovnice ndm tedy fiké, ze pokud bude t; vlastnim vektorem matice A, po-
tom je y; = t1eM FeSenim nasf soustavy diferencidlnich rovnic. Podobné mtizeme
zkusit dosadit yo = tote, ziskdvame

(A=)t =0, (81)
t,=0. (82)

Tyto rovnice jsou oviem problematické, nebot prvni z nich ifkd, Ze by to mél
byt vlastni vektor, ktery by mél byt z definice nenulovy. Druha rovnice je s
tim ve sporu. Druhd legitimni moznost je linedrni kombinaci téchto funkci, tedy
feseni ve tvaru

Yo = tge/\t + tgte)\t7 (83)
Opét lze toto feseni dosadit do soustavy
)\thM —+ tge)\t + t)\t;ge)\t = AthM + tAtge)\t. (84)

Nyni staéf porovnat cleny, které se vyskytuji u prvni funkce, tedy e a cleny,

které jsou u druhé funkce te*. Timto porovnanim dostdvame opét dvé rovnosti

(A —A)t3 =0, (85)
(A= AD)ty = ts, (86)
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Vektor t3 musi splilovat stejnou rovnici jako vektor ti, muzeme tedy polozit
jejich rovnost ¢; = t3. Pokud navic vektor t5 spliiuje (A — AI) ¢2 = t3, potom
je (83) také fesenim soustavy diferencidlnich rovnic. Nagli jsme tedy dvojici
linearné nezavislych funkci, které jsou fesenim. Obecné plné feseni pak ziskdme
jen jejich kombinaci jako

y(t) = CitieM + Oy (tae™ + tite™). (87)

[TODO: Dokonéen]

Reseny piiklad - ?
[Piidat piiklad]

2.4 Okrajova uloha

Jednoducha 1D obycejnd diferencidlni rovnice s okrajovymi podminkami pfinasi
nahle mnoho novych vyzev, které jsou predstaveny v této kapitole. Mnoho
zévéru nds pomérné dobie pripravi k pfechodu na parcidlni diferencidlni rov-
nice. Pocateéni tloha muze byt vymyslena natolik nepékné, ze i existence a
jednoznac¢nost feseni je narusena. Takové pojmy nebyly v predchozi sekci viibec
rozebirdny zejména proto, ze drtiva vétsina fyzikdlnich systému vede préavé na
ty slusné rovnice, které maji pouze slusné feseni. U okrajové tlohy je situace
trosku jind. Jak sami uvidite, je vhodné zacit vySetiovat také existenci a jed-
noznacnost teSeni. To pfirozené vede k jistému stupni abstrakce, ktery bude
predstaven zanedlouho.
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