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Text je zat́ım jen souhrn poznámek a nemá dostatečnou koherenci. Některé
odstavce jsou plně popsány, jinde jsou rovnice uvedeny bez poznámek a jinde
chyb́ı třeba doplnit obrázky. Časem budou nejasné odstavce přepsány a do
nutných mı́st doplněny obrázky nebo text.

1



Obsah
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V předcházej́ıćı kapitole byl představen diferenciálńı zp̊usob popisu fyzikálńıch
děj̊u a představen zp̊usob, jakým lze nalézt analytické přesné řešeńı. Ne vždy je
to ovšem možné, zejména pokud popisujeme nelineárńı děje. V tom př́ıpadě na-
stupuj́ı na scénu numerické metody. Pojd’me si nejprve představit ty nejzákladněǰśı
integrátory spolu s analýzou jejich vlastnost́ı.

1 Dopředný a zpětný Euler

Fyzikálńı systémy mohou mı́t r̊uzný tvar, ale ukazuje se, že v praktických
úlohách lze velmi často problémy převést na soustavu diferenciálńıch rovnic 1.
řádu. V předcházej́ıćı kapitole jsme se omezovali zejména na soustavy lineárńıch
homogenńıch rovnic. Takové omezeńı je nyńı již bezpředmětné a uvažujme proto
obyčejnou diferenciálńı rovnici s obecnou pravou stranou ve tvaru

dy(t)

dt
= f(y, t). (1)

Opět budeme zkoumat nejprve jedinou rovnici. K soustavám přejdeme záhy.
Pojd’me tedy zkoumat numerický zp̊usob řešeńı takového systému. Předpokládejme
prvně, že vyšetřovaný časový interval ⟨0, T ⟩ diskretizujeme pomoćı konstantńıho
časového kroku ∆t na soubor po sobě jdoućıch diskrétńıch časových okamžik̊u
0 = t0, t1, . . . , tn = T , kde pro každé i plat́ı ti+1−ti = ∆t. V takovém př́ıpadě lze
postupovat aproximaćı derivace na levé straně konečnou diferenćı, tedy derivaci
můžeme aproximovat např́ıklad jako

dy(ti)

dt
≈ yi+1 − yi

∆t
. (2)

Dodejme, že funkce fi s indexem i je aproximaćı funkce f(ti) vyč́ıslené v čase
ti. Pokud rovnici (1) vyč́ısĺıme v čase ti a dosad́ıme výše zmı́něnou aproximaci,
potom dostáváme

yi+1 − yi
∆t

= f(yi, ti), (3)

což lze př́ıpadně přepsat do tvaru

yi+1 = yi +∆tf(yi, ti). (4)

Této formě ř́ıkáme numerický integrátor, protože se jedná o numerický zp̊usob,
jak integrovat onu diferenciálńı rovnici, v tomto př́ıpadě v čase. Jedná se o tzv.
Eulerovu dopřednou metodu. Název pocháźı z faktu, že derivaci aproximu-
jeme pomoćı aktuáńıho času a času o jeden krok vzdáleněǰśım. Aproximaci lze
ale volit v́ıce zp̊usoby, daľśı velmi přirozenou aproximaćı je definice na základě
zpětné hodnoty, tedy

dy(ti+1)

dt
≈ yi+1 − yi

∆t
, (5)
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č́ımž dostáváme daľśı přirozený integrátor, tzv. Eulerovu zpětnou metodu.
Po vyč́ısleńı rovnice (1) v čase ti+1 a dosazeńı výše uvedeného vztahu dostáváme

yi+1 = yi +∆tf(yi+1, ti+1). (6)

Jedná se o implicitńı rovnici, jej́ımž vyřešeńım dostáváme odhad yi+1. Z tohoto
d̊uvodu označujeme tento integrátor za implicitńı metodu. Řešeńı rovnice může
být triviálńı, ale může také vyžadovat nutnost využ́ıt daľśı numerickou metodu
pro jej́ı řešeńı. Vše záviśı na složitosti funkce f(y, t). [TODO: Přidat ukázkový
př́ıklad na obě metody a ukázat jejich numerické chováńı. T́ım motivovat daľśı
vývoj textu.]

Numerických metod lze odvodit výrazně v́ıce r̊uznými modifikacemi. Pojd’me
ale nejprve zkoumat vlastnosti výše uvedených. Daľśı metody budou uvedeny
později.

Uvedené integrátory z̊ustávaj́ı v platnost bez ohledu jak divoká je funkce
f(y, t. Problematičtěǰśı je zkoumáńı jejich hlubš́ıch vlastnost́ı jako je stabilita
nebo vývoj chyby v čase, tzv. numerický řád integrátoru. Z toho d̊uvodu se
opět omeźıme na lineárńı diferenciálńı rovnici a pro tuto chv́ıli také vylouč́ıme
explicitńı závislost na čase. Dostáváme tedy zjednodušenou verzi rovnice

dy(t)

dt
= ζy(t). (7)

Pokud aplikujeme na tento problém dopřednou Eulerovu metodu, dostáváme

yi+1 = yi +∆tζyi = (1 +∆tζ) yi = Ayi. (8)

Jak je vidět, odhad funkce yi+1 v čase ti+1 lze spoč́ıtat jako A násobek hodnoty
yi. Z toho je okamžitě vidět, že lze postupně rekurzivně źıskávat postupně odhad
celé funkce až do požadovaného času. Nastává zde ovšem jeden zásadńı problém.
Pokud je absolutńı hodnota parametru A větš́ı jak jedna, potom velikost řešeńı
v každém kroku nar̊ustá až nade všechny meze. Ř́ıkáme tomu ztráta nume-
rické stability. Je dobré připomenout, že A > 1 nemuśı být vždy nežádoućı
efekt, protože existuj́ı lineárńı rovnice 1. řádu, jejichž přesné řešeńı roste nade
všechny meze. Zde je ale problematické to, že docháźı k r̊ustu i za předpokladu,
že se jedná o stabilńı diferenciálńı rovnici. Jak je vidět, parametr A(∆t) je funkćı
časového kroku a při zvětšováńı časového kroku docháźı i ke zvětšováńı para-
metru A. Ztrátě numerické stability lze tak zamezit volbou dostatečně jemného
kroku. Jak je vidět, pro zachováńı stability muśı platit

|1 + ∆tζ| < 1. (9)

Je ihned vidět, že pro ζ > 0 je metoda nestabilńı pro libovolně velký krok. To je
ovšem přirozené i vzhledem k charakteru p̊uvodńı úlohy. Pro ζ < 0 očekáváme
stabilńı řešeńı, které v se v dlouhém čase bĺıž́ı k nule. To dostáváme ovšem
pouze pro krok ∆t > −2

ζ . V opačném př́ıpadě dostáváme kvalitativně špatnou
odezvu rostoućı nade všechny meze.
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Integrátor Stabilita

Dopředný Euler yi+1 = yi +∆tζyi ∆tζ < 0 ∧∆tζ > −2
Zpětný Euler yi+1 = yi +∆tζyi+1 ∆tζ < 0 ∨∆tζ > 2

Tabulka 1: Řešeńı epidemiologické úlohy dopřednou a zpětnou Eulerovou meto-
dou.

Podobným zp̊usobem lze analyzovat taktéž zpětnou Eulerovu metodu, pro
kterou dotáváme integrátor

yi+1 = yi +∆tλyi+1, (10)

tedy

yi+1 −∆tλyi+1 = yi+1 (1−∆tλ) = yi, (11)

a nakonec

yi+1 = (1−∆tλ)
−1

yi. (12)

V tomto jednoduchém př́ıpadě jsme dokázali analyticky vyřešit implicitńı rov-
nici, tedy nová hodnota je rovna p̊uvodńı krát nějaký parametr závislý na
časovém kroku. Opět plat́ı, že nemá-li doj́ıt ke ztrátě numerické stability, muśı
být tento parametr větš́ı jak jedna, tedy pro zachováńı stability muśı platit
následuj́ıćı nerovnost

| (1−∆tλ)
−1 | < 1. (13)

Výsledky stabilitńı analýzy pro tyto dva integrátory jsou shrnuty v tabulce 1.
Pro kladnou hodnotu ζ při uvažováńı dopředného Eulera je vidět, že muśı pla-
tit ∆tζ ∈ ⟨−2, 0⟩, nepoč́ıtáme-li vyšetřováńı rovnice zpětně v čase, potom pro
∆t > 0 neexistuje délka časového kroku, pro kterou by výpočet nerostl nade
všechny meze. To neńı ovšem dáno jen nestabilitou řešiče, ale zejména t́ım, že
pro ζ > 0 roste nade všechny meze i analytické řešeńı. Nemůžeme tedy od nume-
rického řešeńı požadovat něco jiného. Z toho plyne, že podmı́nku pro numerickou
stabilitu má smysl vyšetřovat jen pro př́ıpady, kdy analytické řešeńı z̊ustává s
rostoućım časem omezené, tedy pro ζ < 0. To je d̊uvod proč ř́ıkáme o dopředné
Eulerově metodě, že je podmı́něně stabilńı, protože stabilita nastává jen pro
∆t < −2/ζ. Podobnou podmı́něnost dostáváme i pro zpětnou Eulerovu matodu,
nicméně pokud se omeźıme na ζ < 0, potom je metoda stabilńı pro libovolnou
hodnotu ∆t. Z toho d̊uvodu mluv́ıme o metodě podmı́něně stabilńı. Zaj́ımavé
je, že pro ζ > 0 je samotná diferenciálńı rovnice a jej́ı analytické řešeńı nestabilńı
- roste nade všechny meze, přestože numerický integrátor má naopak nadměrný
útlum a řešeńı konverguje k nule.

Pojd’me se nyńı z jedné rovnice přesunout na soustavy obyčejných dife-
renciálńıch rovnic 1. řádu. Pokud budeme opět uvažovat lineárńı systém, potom
lze popsat tuto soustavu maticově jako

ẏ = Ay, (14)
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kde y je vektor neznámých funkćı a A je matice soustavy. Opět lze zapsat
numerické řešeńı pomoćı dopředné a zpětné Eulerovi metody jako

Dopředný Euler: yi+1 = yi +∆tAyi, (15)

Zpětný Euler: yi+1 = yi +∆tAyi+1. (16)

Obě tyto metody jdou opět přepsat do explicitńıho vyjádřeńı

Dopředný Euler: yi+1 = (I + ∆tA)yi, (17)

Zpětný Euler: yi+1 = (I−∆tA)
−1

yi, (18)

kde I je jednotková matice. Zde plat́ı podobný závěr jako u jedné rovnice. Aby
byla metoda stabilńı, nesmı́ se vektor yi zvětšovat nade všechny meze. Po-
kud matićı násob́ıme nějaký vektor, lze to vńımat jako zobrazeńı, kdy vektoru
yi přǐrazujeme nový vektor Ayi. Jak rozpoznat, zda je nový vektor větši než
předchoźı? Lze to rozpoznat např. z vlastńıch č́ısel. Pokud jsou všechna vlastńı
č́ısla menš́ı než 1, potom s jistotou v́ıme, že nový vektor je v jistém smyslu
menš́ı než ten předchoźı. Pokud je ovšem nějaké vlastńı č́ıslo větš́ı než jedna,
potom se může stát (ale nemuśı), že nový vektor má vetš́ı velikost. Opakovanou
aplikaćı tohoto zobrazeńı může r̊ust řešeńı nade všechny meze a neńı tedy sta-
bilńı. Veličinu, která popisuje takovou maticovou kvantitu nazýváme spektrálńı
poloměr a znač́ıme ji ρ(A). Ta je rovna právě největš́ımu vlastńımu č́ıslu matice.
Pro stabilńı řešeńı tedy plat́ı [TODO: Doplnit ukázku toho, že množina tvoř́ıćı
kruh na kterou aplikujeme maticové násobeńı se stane elipsou. Pro jistotu, že je
nové řešeńı menš́ı muśı mı́t elipsa poloměry menš́ı než jedna. Totéž plat́ı i pro
komplexńı č́ısla.]

Dopředný Euler: ρ (I + ∆tA) < 1, (19)

Zpětný Euler: ρ
(
(I−∆tA)

−1
)
< 1. (20)

[TODO: Přidat př́ıklad na akademickou úlohu pro FE a BE a ukázat, že
i BE někdy selhává, neńı stále ”stabilńı”.] Pojd’me se ještě pod́ıvat na chybu
generovanou těmito integrátory. Při řešeńı problému na poč́ıtači vzniká chyb
v́ıcero druh̊u. Poč́ıtač neumı́ některá č́ısla ukládat s libovolnou přesnost́ı a z
kapacitńıch d̊uvod̊u je zaokrouhluje. My nyńı nebudeme vyšetřovat zaokrouh-
lovaćı chybu, ale budeme se soustředit pouze na distribuci chyby vzniklé naši
aproximaćı derivace. Odvozeńı tzv. lokálńı chyby neńı tolik obt́ıžné. V př́ıpadě
dopředného Eulera jsme využili následuj́ıćı aproximaci daľśıho kroku hledané
funkce

yi+1 = yi +∆tf(yi) (21)

Předpokládejme nyńı pro jednoduchost, že funkčńı hodnotu v čase ti známe
přesně a zaj́ımá nás, jak velká vznikne chyba onou aproximaćı v čase ti+1. Pro
funkčńı hodnotu v čase ti+1 můžeme využ́ıt rozvoj do Taylorovy řady. Pro ten
dostáváme

y(ti+1) = y(ti +∆t) = y(ti) + y′(ti)∆t+
y′′(ti)

2
∆t2 + · · · . (22)
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Jelikož předpokládáme, že funkci v čase ti známe přesně, tedy yi = y(ti) a nav́ıc
plat́ı diferenciálńı vztah y′ = f(y), potom můžeme odečteńım přesného řešeńı
(22) a přibližného řešeńı (21) źıskat vyjádřeńı chyby

y(ti +∆t)− yi+1 =
y′′(ti)

2
∆t2 +

y′′′(ti)

6
∆t3 + · · · . (23)

Vzhledem k danému předpokladu se jedná pouze o tzv. lokálńı chybu vzni-
kaj́ıćı při přechodu z jednoho času do daľśıho. Vystupuje zde ∆t umocněné na
r̊uzné mocniny, nicméně člen ∆t3 je při malém ∆t výrazně převyšuj́ıćı a proto
hovoř́ıme lokálně o chybě druhého řádu a znač́ıme ji O(∆t2). Znač́ıme t́ım, že
pokud zmenš́ıme krok desetkrát, potom se lokálńı chyba zmenš́ı stokrát. Ve
výsledku nás ovšem zaj́ımá tzv. globálńı chyba, která vyjadřuje př́ımo rozd́ıl
analytického a numerického řešeńı. Vyjadřuje fakt, že lokálńı chyba vzniklá v
jednom kroku se v daľśım kroku v́ıce zvětšuje a kumuluje se. Výpočet globálńı
chyby již neńı tolik triviálńı záležitost, proto se v tomto mı́stě uspokoj́ıme s
inženýrskou úvahou. Pokud v jednom časovém kroku vzniká chyba úměrná ∆t2 a
počet krok̊u je úměrný ∆t (Když krok zmenš́ıme desetkrát, počet nutných krok̊u
do téhož času se zdesetinásob́ı), potom by bylo přirozené odhadovat globálńı
chybu řádu O(∆t). Neuvád́ıme zde d̊ukaz, pouze konstatováńı, že tomu tak
opravdu je a rigorózńı rozbor potvrzuje naši intuici.

Pojd’me, už v rychlosti, ukázat, že chyba zpětné Eulerovi metody je stejná.
Nyńı se budeme d́ıvat o krok zpět, v tom př́ıpadě pro tuto metodu dostáváme
aproximaci yi = yi−1+∆tf(yi), neboli yi−1 = yi−∆tf(yi). Nyńı je ale potřeba
vyč́ıslit Taylor̊uv polynom př́ıslušej́ıćı takovému zpětnému pohledu, tedy

y(ti−1) = y(ti −∆t) = y(ti)− y′(ti)∆t+
y′′(ti)

2
∆t2 − · · · . (24)

Nyńı stejnou úvahou jako předt́ım a odečteńım aproximace a přesného řešeńı
dostáváme

y(ti −∆t)− yi−1 =
y′′(ti)

2
∆t2 − y′′′(ti)

6
∆t3 + · · · , (25)

tedy můžeme prohlásit, že i zpětná Eulerova metoda je lokálně řádu O(∆t2) a
globálně řádu O(∆t).

Na fyzikálně smysluplný př́ıklad se vrhneme až v následuj́ıćı kapitole, nyńı
se pojd’me pod́ıvat na akademickou úlohu ẏ(t) = ±y(t), neboli předpokládáme
ζ = ±1. Nav́ıc uvažujeme okrajovou podmı́nku y(0) = 10. V obrázku 2 lze
potom nalézt odezvy pro dva časové kroky ∆t = 0.5 a ∆t = 2.04 obou těchto
systémů. Horńı grafy představuj́ı syytém ẏ(t) = −y(t), zat́ımco spodńı jsou
simulaćı systému ẏ(t) = y(t). tyto časové kroky nejsou voleny náhodně, protože
pro naši úlohu dotáváme kritickou hodnotu časového kroku jako ∆tcrit = 2.
Tedy dopředná Eulerova metoda by měla být pro časové kroky ∆t ≤ ∆tcrit
stabilńı a pro ostatńı časy nestabilńı. Opravdu tomu tak je, jak ukazuj́ı grafy,
nicméně naše stabilitńı analýza neńı tak úplně přesná. Pro rovnici se stabilńım
analytickým řešeńım opravdu dostáváme kvalitativně správnou předpověd’ jen
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Přesné Ř.
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Obrázek 1: Odezva dopředné a zpětné Eulerovi metody při simulaci rovnice
ẏ = −y (a,b) a ẏ = y (c,d) dva časový krok ∆t = 0.5 (a,c) a ∆t = 2 (b,d).
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pro ∆t = 0.5 a pro ∆t = 2.04 se nám řešeńı rozpadá a zač́ıná divergovat.
Pro druhý př́ıpad je ale nestabilńı předpověd’ ta správná a dopředná Eulerova
metoda zde dává kvalitativně správnou předpověd’ pro libovolné časové kroky.
Oproti tomu zpětný Euler je pro prvńı rovnici stabilńı vždy, zat́ımco pro druhý
př́ıpad je zde opět správná kvalitativńı předpověd’ jen do ∆t ≤ ∆tcrit. Proč se
tedy jedna z metod označuje za podmı́nečně stabilńı a druhá jako nepodmı́nečně
stabilńı? Jde čistě jen o to, že drtivá většina fyzikálńıch systémů, které chceme
vyšetřovat nevykazuj́ı exponenciálńı r̊ust a nevzniká tedy nutnost simulovat i
je. Většinou se tedy omezujeme na systémy jako je ẏ(t) = −y(t).

2 Verletova metoda

Přesnosti těchto metod tedy nejsou př́ılǐs vysoké, pojd’me se proto pod́ıvat na
nějakou numerickou metodu, která dosahuje lepš́ıch výsledk̊u. Numerických in-
tegrátor̊u existuje celá škála, představme si alespoň 2 nejznáměǰśı a to Rungeova-
Kuttova metoda a Verletovu integraci. Začneme s druhou zmı́něnou.

Tato metoda se použ́ıvá pro popis dynamických systémů, které závisej́ı na
rychlostech i zrychleńıch. Metoda se dá použ́ıt i pro širš́ı škálu úloh, nicméně z
didaktických d̊uvod̊u se přidržme těchto systémů. Analýza bude opět provedena
nejprve na systému s jedńım stupněm volnosti, tedy systém, který lze formálně
zapsat jako

ÿ(t) = f(y), (26)

kde přirozeně dvě tečky znač́ı druhou derivaci podle času. Základ metody spoč́ıvá
v diskretizaci členu na levé straně. Využijeme zde diskretizaci tzv. centrálńımi
diferencemi, která ř́ıká

d2y(ti)

dt2
≈ yi+1 − 2yi + yi−1

∆t2
. (27)

Tuto aproximaci můžeme rovnou dosadit do naš́ı rovnice vyč́ıslené v čase ti
a vyjádřit yi+1, č́ımž dostáváme výsledné schéma, kterému ř́ıkáme Verletova
metoda

yi+1 = 2yi − yi−1 +∆t2f(yi). (28)

V tomto př́ıstupu tedy již nestač́ı znám předchoźı krok, ale pracujeme s dvěmi
kroku zpětně. Za tuto cenu dostáváme metodu s větš́ı přesnost́ı. To lze př́ımo
ukázat hned ze součtu Taylorova rozvoje pro y(ti + ∆t) a y(ti − ∆t), tedy
sečteńım rovnic (23) a (23). Dostáváme

y(ti +∆t) + y(ti −∆t) = 2yi + y′′(ti)∆t2 +
y(4)(ti)

12
∆t4 + · · · , (29)

což vyplývá z toho, že se členy s lichou mocninnou odečetly. Pokud opět předpokládáme,
že funkčńı hodnoty v čase ti−1 a ti známe přesně, tedy že y(ti − ∆t) = yi−1,
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y(ti) = yi a zároveň v́ıme, že druhá derivace v čase ti je rovna f(yi), potom
dostáváme

y(ti +∆t)− yi+1 =
y(4)(ti)

12
∆t4 + · · · . (30)

Naše předpoklady nejsou sice platné, ale jsou dostačuj́ıćı na odhad chyby vzni-
kaj́ıćı v jednom časovém kroku. Představená metoda je tedy lokálně řáduO(∆t4).
Mohlo by se zdát, že globálně tedy dostáváme opět o jeden řád nižš́ı chybu, ale
pozor. T́ım, že aproximujeme druhou derivaci, tak se řád sńıž́ı dvakrát a metoda
je ve skutečnosti globálně řádu O(∆t2).

Tato metoda je známá i v jiné úpravě pod jiným jménem. Pokud rovnici
(28) lehce přeskuṕıme, jednoduše dostaneme

yi+1 − yi
∆t

=
yi − yi−1

∆t
+ f(yi)∆t. (31)

Úprava do tohoto tvaru neńı náhodná, protože ve zlomćıch lze nyńı vidět apro-
ximaci časové derivace funkce y. Pokud budeme předpokládat, že se jedná o
aproximaci zpětným Eulerem a tuto aproximovanou veličinu nazveme rychlost́ı,
potom lze tedy uvažovat

v(ti +∆t) ≈ vi+1 =
yi+1 − yi

∆t
. (32)

Pokud tuto úvahu aplikujeme na Verlet̊uv systém, potom na něj lze nahĺıžet
jako soustava dvou numerických rovnic pro dvě neznáme y a v, tedy

vi+1 = vi + f(yi)∆t, (33)

yi+1 = yi + vi+1∆t. (34)

Tomuto schématu se potom ř́ıká semi-implicitńı Eulerova metoda, nebo
také v nějakých zdroj́ıch symplektická Eulerova metoda.

Pojd’me se ještě pod́ıvat na stabilitu - tu budeme vyšetřovat pro ten nejjed-
nodušš́ı lineárńı systém a to ÿ(t) = Ay, kde A ∈ R. V takovém př́ıpadě je naše
soustava dána jako

vi+1 = vi +A∆t, (35)

yi+1 = yi + vi+1∆t. (36)

Pro komfortńı analýzu nejprve rovnice uprav́ıme do lepš́ıho tvaru. Vhodné je
do druhé rovnice za vi+1 dosadit prvńı rovnici. Po úpravě potom dostáváme
maticové vyjádřeńı (

yi+1

vi+1

)
=

(
1 +A∆t2 ∆t

A∆t 1

)(
yi
vi

)
. (37)

Analýza stability z̊ustává stejná. Muśıme vyjádřit vlastńı č́ısla a ptát se na jejich
velikost. Pro vlastńı č́ısla dostáváme vztah

λ1,2 =
2 +A∆t2

2
±

√
(2 +A∆t2)

2

4
− 1. (38)
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Tento výsledek žádá drobnou analýzu a diskuzi. Jedná se o výraz typu ξ ±√
ξ2 − 1. Pokud plat́ı, že |ξ| > 1, potom je celý výraz pod odmocninou kladný

a dostáváme reálná vlastńı č́ısla. Nicméně v takovém př́ıpadě je jedno z těchto
dvou č́ısel vždy větš́ı než jedna a nemáme tedy zaručené vhodné chováńı, v tom
př́ıpadě se jedná o nestabilńı chováńı. Naproti tomu pro |ξ| < 1 je výraz pod
odmocninou záporný a dostáváme tedy dvojici komplexně sdružených kořen̊u
ξ ± i

√
1− ξ2. Ohledně stability je nutné vyřešit jejich velikost. Pokud analýzu

vztáhneme zpět na náš př́ıpad, potom pro velikost dostáváme vztah

|λ1| = |λ2| =

√
(2 +A∆t2)

2

4
+ 1− (2 +A∆t2)

2

4
= 1. (39)

Pro
∣∣∣ 2+A∆t2

2

∣∣∣ < 1 tedy dostáváme stabilńı řešeńı. Taková podmı́nka je splněna

právě tehdy když

0 ≥ ∆t ≥
√

− 4

A
. (40)

Nenechme se zmást záporným znaménkem pod odmocninou, pokud je totiž
parametr A záporný také, potom pod odmocninou dostáváme bezproblémový
výraz, který lze př́ımo odmocnit. V běžném reálném dynamickém systému se
objevuje právě záporný parametr A, jak je vidět na následuj́ıćım př́ıkladu.

Řešený př́ıklad

Pojd’me analyzovat př́ıpad našeho lineárńıho kyvadla odvozeného v sekci ??.
Pro jednotlivé integrátory ihned dostáváme vztahy mezi {θi, ξi} a {θi+1, ξi+1}
jako

Dopředný Euler: ξi+1 = ξi −∆t
g

l
θi, θi+1 = θi +∆tξi. (41)

Zpětný Euler: ξi+1 = ξi −∆t
g

l
θi+1, θi+1 = θi +∆tξi+1. (42)

Symplektický Euler: ξi+1 = ξi −∆t
g

l
θi, θi+1 = θi +∆tξi+1. (43)

Opět lze pro obě metody odvodit maticové zobrazeńı mezi aktuálńım a následuj́ıćım
časem. Pro přehlednost pojd’me nejprve analyzovat dopřednou moetodu. Pro ńı
źıskáváme toto zobrazeńı maticovým vztahem(

θi+1

ξi+1

)
=

(
1 ∆t

−∆tg/l 1

)(
θi
ξi

)
. (44)

Pro vyšetřeńı stability muśıme pouze vyšetřit vlastńı č́ısla matice soustavy. Z
matice dostáváme charakteristickou rovnici

(1− λ)2 +∆t2g/l = 0, (45)
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která má řešeńı

λ = 1± i∆t
√
g/l, (46)

z kterého lze př́ımo vypoč́ıtat velikosti vlastńıch č́ısel. Ty jsou shodné a jsou
rovny

|λ| =
√
1 + ∆t2g/l. (47)

Pokud tedy uvažujeme základńı fyzikálńı konstanty l, g jako kladné, potom je ve-
likost vlastńıch č́ısel větš́ı než jedna pro libovolnou volbu délky časového kroku
∆t > 0. Jak bylo uvedeno analytické řešeńı matematického kyvadla je perio-
dická funkce, která neměńı svoji amplitudu. Řešeńı dopřednou Eulerovou meto-
dou neumı́ toto chováńı předpov́ıdat a amplitudu v každé periodě systematicky
zvětšuje a postupně diverguje, jedná se tedy o nestabilńı chováńı. Duálńı chováńı
má zpětná Eulerova metoda. Ta je dána zobrazeńım(

θi+1

ξi+1

)
=

(
1 −∆t

∆tg/l 1

)−1 (
θi
ξi

)
=

1

1 +∆t2g/l

(
1 ∆t

−∆tg/l 1

)(
θi
ξi

)
. (48)

Matice vpravo je identická s výše uvedenou a jej́ı vlastńı č́ısla jsou taktéž

λ = 1± i∆t
√
g/l, (49)

a tedy se zohledněńım faktoru před matićı dostáváme pro velikost vlastńıch č́ısel
vztah

|λ| =
√
1 + ∆t2g/l

1 + ∆t2g/l
=

1√
1 + ∆t2g/l

. (50)

Zde tedy plat́ı naopak, že pro libovolnou volbu délky časového kroku ∆t > 0
je metoda z výpočetńıho pohledu stabilńı - nedocháźı k divergenci. Nicméně už
od pohledu je vidět, že pro jinou délku kroku než nulovou se amplituda řešeńı
bude zmenšovat, což opět neńı v souladu s analytickým vztahem.

Pojd’me ještě vyřešit tzv. symplektickou Eulerovu (Verletovu) metodu, která
nab́ıźı kompromis mezi oběma výše zmı́něnými metodami. Zde dostáváme po
lehké algebraické úpravě následuj́ıćı maticové zobrazeńı(

θi+1

ξi+1

)
=

(
1−∆t2g/l ∆t
−∆tg/l 1

)(
θi
ξi

)
. (51)

Stabilitu řešiče můžeme opět vyšetřit analýzou velikosti vlastńıch č́ısel této ma-
tice. Př́ıpadně můžeme využ́ıt už odvozený vztah (40), kde je pro náš př́ıpad
A = −g/l. Stabilńı časový krok je tedy ten, pro který plat́ı ∆t < 2

√
l/g.

3 Rungeova-Kuttova metoda

Celou dobu se bav́ıme o diferenciálńıch rovnićıch typu ẏ(t) = f(y(t), t). Tedy
rovnićıch, jejichž funkčńı hodnota v každém čase je př́ımo rovna časové derivaci.
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Obrázek 2: Odezva dopředné, zpětné a symplektické Eulerovi metody při simu-
laci matematického lineárńıho kyvadla pro dva časové kroky ∆t = 0.5 (a,c) a
∆t = 2 (b,d).
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Dopřednou Eulerovu metodu lze také interpretovat tak, že v čase ti vyč́ısleńım
f(yi, ti) zjist́ıme přesně velikost derivace a krok z ti do ti+1 linearizujeme, dosta-
neme tentýž integrátor. Podobnou úvahu lze použ́ıt na zpětnou Eulerovu metodu
s t́ım rozd́ılem, že sklon funkce, neboli časovou derivaci, nezjǐst’ujeme v ti, ale v
ti+1. Takový př́ıstup lze volně interpretovat tak, že známe yi a hledáme takové
yi+1, abychom linearizaćı funkce y v okoĺı času ti+1 dostali lineárńı funkci, která
protne bod yi. Jednodušeji řečeno jdeme zpět v čase.

Tuto interpretaci tady zmiňujeme zejména proto, abychom si uvědomili, že
lze tuto myšlenku zobecnit a pracovat s funkčńımi hodnotami funkce f(y, t)
mnohem v́ıce pro zpřesněńı odhadu sklonu křivku.

Náaleduj́ıćı úvaha je tedy legitimńı: Pokud funkce f(yi, ti) ř́ıká, jaký sklon
má tečna ke grafu y(ti), potom f(yi+1, ti+1) ř́ıká totéž akorát pro následuj́ıćı čas.
Jelikož se přesouváme z času ti do času ti+1 je legitimńı odhadovat pr̊uměrný
sklon jako 1

2 (f(yi, ti) + f(yi+1, ti+1)). Dı́ky tomu lze integrátor sestavit jako

yi+1 = yi +
∆t

2
(f(yi, ti) + f(yi+1, ti+1)) . (52)

Takovému schématu ř́ıkáme lichoběžńıkové pravidlo. Tuto metodu lze opět
analyzovat podobným zp̊usobem jako předchoźı. Všechny principy už byly představeny,
proto už zde nebudeme vypisovat každý krok, pouze konstatujeme, že lichoběžńıková
metoda má globálně chybu O(∆t2) a je nepodmı́nečně stabilńı.

Podobnou úvahou lze rovnou navrhnout následuj́ıćı integrátor

yi+1 = yi +∆tf

(
yi +

∆t

2
f(yi, ti), ti +

∆t

2

)
, (53)

který se v literatuře označuje jako tzv. Midpoint metoda (nebudeme se zde
pouštět do českého překladu tohoto názvu). Metoda je opět řádu O(∆t2). Sta-
bilita už je obt́ıžněǰśı, zde se omeźıme pouze na konstatováńı, že se jedná o
podmı́nečně stabilńı metodu. Je také vidět, že funkce f je nejprve vyč́ıslena
v jednom bodě a posléze na základě této hodnoty v daľśım bodě. To je také
d̊uvod, proč této metodě ř́ıkáme dvoukroková. Takové v́ıcekrokové schéma je
dobré vhodně interpretovat. V naše př́ıpadě nepjprve vyč́ısĺıme f(yi, ti), tedy
zjist́ıme sklon tečny v čase ti. Posléze pomoćı této linearizace nalezneme řešeńı
yi+1/2 v polovičńım čase ti+1/2 = ∆t/2 a posléze odhadneme sklon tečny v čase
ti+1/2. S t́ımto sklonem nakonec vypočteme funkčńı hodnotu fi+1. [TODO: Lépe
vysvětlit]

S pomoćı představeného konceptu lze vytvořit velmi mnoho rozličných in-
tegrátor̊u. Pro úplnost zde uvedeme alespoň ten nejznáměǰśı a t́ım je Runge-
Kutta metoda řádu 4, často označovaná jakoRK4 nebo jako klasická Rungeova-
Kuttova metoda. Integrátor vypadá následovně

yi+1 = yi +
∆t

6
(k1 + 2k2 + 2k3 + k4) , (54)
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kde

k1 = f(ti, yi), (55)

k2 = f

(
ti +

∆t

2
, yi +∆t

k1
2

)
, (56)

k3 = f

(
ti +

∆t

2
, yi +∆t

k2
2

)
, (57)

k4 = f (ti +∆t, yi +∆tk3) . (58)

Opět se můžeme pokusit o interpretaci: Člen k1 označuje sklon v čase ti, zat́ımco
k2 označuje sklon v čase ti+1/2 s odhadem yi+1/2 pomoćı k1. Sklon v čase ti+1/2

je poté odhadnut ještě jednou, tentokrá ale s pomoćı sklonu k2. Nakonec je za
pomoćı sklonu k3 dopočtena hodnota yi+1. Otázka z̊ustává, který z těchto člen̊u
je nejpravděpodobněǰśı, z too d̊uvodu je ze všech čtyř vytvořen vážený pr̊uměr a
takto je spočten skutečný odhad yi+1. Chyba metody je lokálně O(∆t5) zat́ımco
globálně O(∆t4).

4 Exponenciálńı řešiče

5 Newmarkova metoda

[Odtud dále jen nakoṕırováno z jiné kapitoly, je nutné opět vsadit do pořádného
kontextu.]

6 Motivačńı př́ıklad

Př́ıpad obyčejného kyvadla je krásný př́ıklad toho, kdy Lagrangián má krásný
jednoduchý tvar, taktéž ř́ıd́ıćı diferenciálńı rovnice a přesto ty nejjednodušš́ı
interátory selhávaj́ı.

Pro sestaveńı Lagrangiánu nám stač́ı sestavit kinetickou a potenciálńı energii.
Ty lze odvodit př́ımo z geometrie problému a maj́ı tvar

K(θ̇) =
1

2
ml2θ̇2, U(θ) = mgl(1− cos θ), (59)

tedy výsledný Lagrangián je roven

L
(
θ, θ̇

)
=

1

2
ml2θ̇2 −mgl(1− cos θ). (60)

Je vhodné zmı́nit, že z d̊uvodu zvyklost́ı je v tomto př́ıkladu zobecněná souřadnice
q nahrazena symbolem pro pootočeńı θ. Pro odvozeńı ř́ıd́ıćıch diferenciálńıch
rovnic stač́ı dosadit do Euler-Lagrangeovy rovnice (??) č́ımž dostáváme

mgl sin θ +ml2θ̈ = 0. (61)
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Pro potřeby následuj́ıćıch úvah zavedeme ještě zobecněnou hybnost jako

pθ = ml2θ̇. (62)

Za použit́ı této hybnosti můžeme diferenciálńı rovnici 2. řádu převést na sou-
stavu dvou rovnic 1. řádu, tedy

ṗ = −mgl sin θ, (63)

θ̇ =
p

ml2
. (64)

Př́ıpadně lze soustavu dvou rovnic 1. řádu odvodit jednoduchým zavedeńım
nové funkce ξ = θ̇, v této variantě dostáváme

ξ̇ = −g

l
sin θ, (65)

θ̇ = ξ. (66)

Oba zp̊usoby uvád́ıme proto, aby byla jasná fyzikálńı interpretace jednotlivých
veličin a lze t́ım také nahlédnout, že obě soustavy jsou ekvivalentńı. Lǐśı se
jen škálováńım, ale principiálně jsou tytéž. Uved’me ještě pro úplnost, že ξ má
fyzikálńı význam úhlové rychlosti.

Pokusme se nyńı tento problém vyřešit. Přesně řešeńı neńı vždy možné od-
vodit a proto ke slovu přicházej́ı numerické metody, které nám umožńı vyšetřit
přibližné řešeńı v diskrétńıch časových okamžićıch tn. Ř́ıkáme jim také in-
tegrátory, protože umožňuj́ı numericky zintegrovat diferenciálńı rovnice a źıskat
přibližné řešeńı. Integrátor̊u existuje celá řada. Z didaktických d̊uvod̊u začneme
v̊ubec t́ım nejjednoduš́ım, kterým je dopředná Eulerova metoda. Ta ř́ıká, že po-
kud máme soustavu diferenciálńıch rovnic ve tvaru ẏ(t) = f(t), potom odhad
řešeńı yn ≈ y(tn) v čase tn lze spoč́ıtat rekurzivně jako yn+1 = yn + ∆tf(tn),
kde ∆t je zvolený časový krok. Pro př́ıpad našeho kyvadla tedy dostáváme

ξn+1 = ξn −∆t
g

l
sin θn, (67)

θn+1 = θn +∆tξn. (68)

Tento př́ıklad slouž́ı pouze jako motivace, ale pro přesnost uved’me parame-
try úlohy a jej́ı počátečńı podmı́nky. Uvažujeme g = 10, l = 1,m = 1 a dále
θ0 = 0.26 a ξ0 = 0. Pro zhodnoceńı výkonnosti integrátoru je lepš́ı se d́ıvat
na tzv. fázový portrét radši než na vývoj výsledku v čase. Jedná se o graf
ukazuj́ıćı vzájemný vztah zobecněné souřadnice a zobecněné rychlosti. Takový
fázový portrét pro 2 časové kroky ∆t = 0.035 a ∆t = 0.005 je zobrazen v grafu
3.

Jak je vidět integrátor neodvád́ı úplně dobrou práci, protože předpov́ıdá
postupné zvětšováńı jak úhlu natočeńı kyvadla, tak i zvětšováńı jeho rychlosti.
Řešeńı lze samozřejmě porovnávat s přesným řešeńım, ale ani to neńı potřeba. Z
intuice v́ıme, že kyvadlo s počátečńım vychýleńım θ0 se nemůže vychýlit o v́ıce
než ±θ0 z nulové polohy. Daný integrátor vytvořit tedy jakési umělé perpetum-
mobile a systém rozhodně neńı v rovnováze. Do systému přitéká numericky
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Obrázek 3: Fázový portrét źıskaný dopřednou Eulerovou metodou zobrazeno
pro 2 r̊uzné časové kroky.

energie. Co když se tedy pokuśıme upravit náš integrátor? Udělejme velmi jed-
noduchou úpravu - nejprve aktualizujme rychlost ξ a tuto aktualizovanou hod-
notu ihned využijme pro aktualizaci úhlu θ, tedy

ξn+1 = ξn −∆t
g

l
sin θn, (69)

θn+1 = θn +∆tξn+1. (70)

Tento integrátor dává o poznámı́ lepš́ı výsledky, viz obrázek 4. Samozřejmě, že
chyba daná zmenšováńım časového kroku se muśı někde projevit. Na grafech je
vidět, že fázový portrét se pootoč́ı a lehče zplošt́ı. Nicméně charakter řešeńı neńı
poškozen a nedocháźı k disipaci nebo př́ıbytku energie. Nicméně otázka z̊ustává,
zda je toto tvrzeńı opravdu pravdivé. Nemůže doj́ıt v dlouhých časech k témuž
negativńımu efektu? A jak vlastně upravovat integrátory nebo jak je vyb́ırat tak,
aby byly nějaké vlastnosti řešeńı zachovány. Na tuto otázku odpov́ıdá následuj́ıćı
kapitola, kde je představeno odvozováńı integrátor̊u založených na Lagrangeově
mechanice.

7 Diskrétńı Lagrangeova mechanika

Numerické metody založené na Lgrangeově mechanice nejsou založeny na dis-
kretizaci ř́ıd́ıćıch diferenciálńıch rovnic, ale diskretizován je ř́ıd́ıćı integrál akce.
V prvńı řadě zmiňme, že zkoumaný časový interval ⟨0, T ⟩ je diskretizován na
jednotlivé časové okamžiky t0 = 0, t1, . . . , tn−1, tn = T . Předpokládejme v
následuj́ıćıch, že toto děleńı je ekvidistantńı, tedy že ∆t = ti+1−ti je konstantńı
pro všechna i. Pro źıskáńı variačńıho integrálu je nejsprve nutné aproximovat
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Obrázek 4: Fázový portrét źıskaný symplektickou Eulerovou metodou zobrazeno
pro 3 r̊uzné časové kroky.

integrál akce na daném intervalu ⟨ti, ti+1⟩ následovně∫ ti+1

ti

L dt ≈ Ld (qi, qi+1, ti, ti+1) . (71)

Představená funkce Ld je diskrétńı verze lagrangiánu, která určuje vlastnosti a
typ daného integrátoru. Jednotlivé př́ıklady budou představeny později. Lagrangián
nyńı neńı funkcionálem, ale pouze funkćı skalár̊u qi a ti. Minimalizace je tedy
źıskaná obyčejnou derivaćı podle jednotlivých souřadnic. Diskrétńı Euler-lagrangeova
rovnice nabývá tvaru

dLd(qi, qi+1, ti, ti+1)

dqi
+

dLd(qi−1, qi, ti−1, ti)

dqi
= 0. (72)

8 Konkrétńı integrátory

Centrálńı diference. Zmáné centrálńı diference ze źıskat za předpokladu uvažováńı
následuj́ıćıho diskrétńıho lagrangiánu

Ld (qi, qi+1, ti, ti+1) = ∆tL
(
qi,

qi+1 − qi
∆t

, ti

)
. (73)

Po dosazeńı dostáváme diskrétńı Euler-Lagrangeovu rovnici

∆t

(
m
qi+1 − 2qi + qi−1

∆t2
+ U (qi)

)
(74)

Mid-point schéma. Lze źıskat za předpokladu uvažováńı následuj́ıćıho
diskrétńıho lagrangiánu

Ld (qi, qi+1, ti, ti+1) = ∆tL
(
qi + qi+1

2
,
qi+1 − qi

∆t
, ti

)
. (75)
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Po dosazeńı dostáváme diskrétńı Euler-Lagrangeovu rovnici

? (76)

Lichoběžńıkové pravidlo. Lze źıskat za předpokladu uvažováńı následuj́ıćıho
diskrétńıho lagrangiánu

Ld (qi, qi+1, ti, ti+1) =
∆t

2
m

(
qi+1 − qi

∆t

)2

− ∆t

2
(U (qi) + U (qi+1)) . (77)

Po dosazeńı dostáváme diskrétńı Euler-Lagrangeovu rovnici

? (78)
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