Obycejné diferencialni rovnice

J. Schmidt

Datum posledni aktualizace: 6. inora 2024

Text je zatim jen souhrn poznamek a neméa dostatecnou koherenci. Nékteré
odstavce jsou plné popséany, jinde jsou rovnice uvedeny bez poznamek a jinde
chybi t¥eba doplnit obrézky. Casem budou nejasné odstavce prepsany a do
nutnych mist doplnény obrazky nebo text.
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V predchézejici kapitole byl predstaven diferencialni zptsob popisu fyzikalnich
déju a predstaven zpusob, jakym lze nalézt analytické presné reseni. Ne vzdy je
to ovSem mozné, zejména pokud popisujeme nelinearni déje. V tom piipadé na-
stupujf na scénu numerické metody. Pojd me si nejprve pfedstavit ty nejzakladnéjsi
integratory spolu s analyzou jejich vlastnosti.

1 Dopredny a zpétny Euler

Fyzikdlni systémy mohou mit ruzny tvar, ale ukazuje se, ze v praktickych
tlohédch lze velmi Casto problémy prevést na soustavu diferencidlnich rovnic 1.
fadu. V predchézejici kapitole jsme se omezovali zejména na soustavy linearnich
homogennich rovnic. Takové omezeni je nyni jiz bezpfedmétné a uvazujme proto
obycejnou diferencidlni rovnici s obecnou pravou stranou ve tvaru

dy(t)

& f(y,t). (1)

Opét budeme zkoumat nejprve jedinou rovnici. K soustavam ptejdeme zahy.
Pojd'me tedy zkoumat numericky zptisob feseni takového systému. Pfedpokladejme
prvné, ze vySetfovany ¢asovy interval (0, T') diskretizujeme pomoci konstantniho
casového kroku At na soubor po sobé jdoucich diskrétnich ¢asovych okamzikt
0=to,t1,...,t, =T, kde pro kazdé i plati t;11 —t; = At. V takovém piipadé lze
postupovat aproximaci derivace na levé strané kone¢nou diferenci, tedy derivaci
muzeme aproximovat napiiklad jako

dy(t:) _ vit1 —ui
~ . 2
det At (2)

Dodejme, 7e funkce f; s indexem 14 je aproximaci funkce f(t;) vycislené v case
t;. Pokud rovnici (1) vy¢islime v ¢ase t; a dosadime vySe zminénou aproximaci,
potom dostavame

Yit1 — Y _ .
Al = f(yi, ts), (3)

coz lze pripadné piepsat do tvaru
Yit1 = Yi + Atf(yi, ti). (4)

Této formé fikame numericky integrator, protoze se jednd o numericky zpusob,
jak integrovat onu diferencialni rovnici, v tomto piipadé v ¢ase. Jednd se o tzv.
Eulerovu dopiednou metodu. Nézev pochézi z faktu, ze derivaci aproximu-
jeme pomoci aktudniho ¢asu a casu o jeden krok vzdélenéjsim. Aproximaci lze
ale volit vice zpusoby, dalsi velmi pfirozenou aproximaci je definice na zdkladé
zpétné hodnoty, tedy

dy(tiv1) _ Yiv1 —vi
~ 5
dt At (5)



¢imz dostavame dalsi prirozeny integrator, tzv. Eulerovu zpétnou metodu.
Po vy¢isleni rovnice (1) v ¢ase t;11 a dosazeni vyse uvedeného vztahu dostdvdme

Yitr1 = Yi + Atf(Yig1,tigr)- (6)

Jedna se o implicitni rovnici, jejimz vyfesenim dostavame odhad y;11. Z tohoto
diivodu oznacujeme tento integrator za implicitni metodu. Regeni rovnice miize
byt trividlni, ale muze také vyzadovat nutnost vyuzit dalsi numerickou metodu
pro jeji Teseni. Ve zdvisi na slozitosti funkce f(y,t). [TODO: Pridat ukdzkovy
piiklad na obé metody a ukézat jejich numerické chovani. Tim motivovat dalsi
vyvoj textu.]

Numerickych metod lze odvodit vyrazné vice riznymi modifikacemi. Pojd'me
ale nejprve zkoumat vlastnosti vyse uvedenych. Dalsi metody budou uvedeny
pozdéji.

Uvedené integratory zustavaji v platnost bez ohledu jak divoka je funkce
nebo vyvoj chyby v ¢ase, tzv. numericky ¥dd integratoru. Z toho duvodu se
opét omezime na linedrni diferencidlni rovnici a pro tuto chvili také vylouc¢ime
explicitni zavislost na ¢ase. Dostavame tedy zjednodusenou verzi rovnice

WO _ ey @

Pokud aplikujeme na tento problém dopirednou Eulerovu metodu, dostavame
Yir1 = ¥i + AtCy; = (1 + AtQ) y; = Ay;. (8)

Jak je vidét, odhad funkce y;41 v Case t;41 1ze spocitat jako A ndsobek hodnoty
y;. Z toho je okamzité vidét, ze lze postupné rekurzivné ziskdvat postupné odhad
celé funkce az do pozadovaného ¢asu. Nastava zde ovsem jeden zdsadni problém.
Pokud je absolutni hodnota parametru A vétsi jak jedna, potom velikost feSeni
v kazdém kroku nartstd az nade vsechny meze. Rikdme tomu ztriata nume-
rické stability. Je dobré pfipomenout, ze A > 1 nemusi byt vzdy nezadouci
efekt, protoze existuji linedrni rovnice 1. fddu, jejichz presné feSeni roste nade
vSechny meze. Zde je ale problematické to, Zze dochazi k rustu i za predpokladu,
ze se jednd o stabilni diferencidlni rovnici. Jak je vidét, parametr A(At) je funkei
casového kroku a pii zvétsovani ¢asového kroku dochézi i ke zvétsovani para-
metru A. Ztraté numerické stability lze tak zamezit volbou dostateéné jemného
kroku. Jak je vidét, pro zachovéani stability musi platit

1+ AtC| < 1. 9)

Je ihned vidét, ze pro ¢ > 0 je metoda nestabilni pro libovolné velky krok. To je
ovSem piirozené i vzhledem k charakteru puvodni tlohy. Pro ( < 0 o¢ekdvame
stabilni feSeni, které v se v dlouhém c¢ase blizi k nule. To dostdvame ovSem
pouze pro krok At > %2 V opaéném pripadé dostavame kvalitativné Spatnou
odezvu rostouci nade vsechny meze.



Integrator Stabilita
Doptedny Euler  y;y1 =y + Aty At < ON AL > -2
Zpétny Euler Yi+1 = Yi + AtCyYit1 At <0V AL > 2

Tabulka 1: Resen{ epidemiologické tilohy dopfednou a zpétnou Eulerovou meto-
dou.

Podobnym zpusobem lze analyzovat taktéz zpétnou Eulerovu metodu, pro
kterou dotavame integrator

Yir1 = Yi + AtAYi11, (10)
tedy
Yitr1 — AtAyip1 = Yir1 (1 — AtA) = y;, (11)
a nakonec
yirn = (1= Ay, (12)

V tomto jednoduchém piipadé jsme dokédzali analyticky vyfesit implicitni rov-
nici, tedy novd hodnota je rovna puvodni krat néjaky parametr zavisly na
casovém kroku. Opét plati, Zze nema-li dojit ke ztraté numerické stability, musi
byt tento parametr vétsi jak jedna, tedy pro zachovani stability musi platit
nasledujici nerovnost

|1—A) ' <1 (13)

Vysledky stabilitni analyzy pro tyto dva integratory jsou shrnuty v tabulce 1.
Pro kladnou hodnotu ¢ pti uvazovani dopiredného Eulera je vidét, ze musi pla-
tit At¢ € (—2,0), nepocitdme-li vySetfovani rovnice zpétné v ¢ase, potom pro
At > 0 neexistuje délka ¢asového kroku, pro kterou by vypocet nerostl nade
vSechny meze. To neni ovSem dano jen nestabilitou TeSice, ale zejména tim, ze
pro ¢ > 0 roste nade vSechny meze i analytické feseni. Nemuzeme tedy od nume-
rického feseni pozadovat néco jiného. Z toho plyne, ze podminku pro numerickou
stabilitu m& smysl vySetfovat jen pro piipady, kdy analytické feSeni zustava s
rostoucim ¢asem omezené, tedy pro ¢ < 0. To je duvod pro¢ fikdme o dopiedné
Eulerové metodé, ze je podminéné stabilni, protoze stabilita nastava jen pro
At < —2/¢. Podobnou podminénost dostdvéme i pro zpétnou Eulerovu matodu,
nicméné pokud se omezime na ¢ < 0, potom je metoda stabilni pro libovolnou
hodnotu At. Z toho duvodu mluvime o metodé podminéné stabilni. Zajimavé
je, ze pro ¢ > 0 je samotna diferencialni rovnice a jeji analytické feSeni nestabilni
- roste nade vSechny meze, prestoze numericky integrator mé naopak nadmeérny
utlum a feSeni konverguje k nule.

Pojdme se nyni z jedné rovnice piesunout na soustavy obycejnych dife-
rencidlnich rovnic 1. fadu. Pokud budeme opét uvazovat linearni systém, potom
lze popsat tuto soustavu maticové jako

y = Ay, (14)



kde y je vektor nezndmych funkci a A je matice soustavy. Opét lze zapsat
numerické feseni pomoci doptedné a zpétné Eulerovi metody jako

Dopiedny Euler: y;41 = y; + AtAy;, (15)
Zpétny Euler:  y;41 = y; + AtAy;41. (16)
Obé tyto metody jdou opét piepsat do explicitniho vyjadieni
Dopfedny Euler: ;41 = (I+ AtA)y;, (17)
Zpétny Euler: i1 = (I— AtA) 'y, (18)

kde T je jednotkova matice. Zde plati podobny zavér jako u jedné rovnice. Aby
byla metoda stabilni, nesmi se vektor y; zvétSovat nade vSechny meze. Po-
kud matici ndsobime né&jaky vektor, lze to vnimat jako zobrazeni, kdy vektoru
y; prifazujeme novy vektor Ay;. Jak rozpoznat, zda je novy vektor vétsi nez
predchozi? Lze to rozpoznat napi. z vlastnich ¢isel. Pokud jsou vSechna vlastni
¢isla mensi nez 1, potom s jistotou vime, ze novy vektor je v jistém smyslu
mensi nez ten predchozi. Pokud je ovSem néjaké vlastni ¢islo vétsi nez jedna,
potom se muze stat (ale nemusi), ze novy vektor m4 vetsi velikost. Opakovanou
aplikaci tohoto zobrazeni muze rust feSeni nade viechny meze a neni tedy sta-
bilni. Veli¢inu, kterd popisuje takovou maticovou kvantitu nazyvame spektralni
polomeér a zna¢ime ji p(A). Ta je rovna praveé nejvétsimu vlastnimu ¢islu matice.
Pro stabiln{ fesen{ tedy plati [TODO: Doplnit ukdzku toho, ze mnozina tvoiici
kruh na kterou aplikujeme maticové nasobeni se stane elipsou. Pro jistotu, ze je
nové feseni mensi musi{ mit elipsa poloméry mensi nez jedna. Totéz plati i pro
komplexni ¢fsla.

Dopiedny Euler: p (14 AtA) < 1, (19)
Zpétny Euler:  p ((I - AtA)fl) < 1. (20)

[TODO: Pridat pifklad na akademickou tdlohu pro FE a BE a ukdzat, ze
i BE nékdy selhdvd, neni stdle "stabilni”.] Pojdme se jesté podivat na chybu
generovanou témito integratory. Pii feSeni problému na pocita¢i vznika chyb
vicero druhu. Poéita¢ neumi néktera ¢isla uklddat s libovolnou piesnosti a z
kapacitnich duvodu je zaokrouhluje. My nyni nebudeme vySetiovat zaokrouh-
lovaci chybu, ale budeme se soustfedit pouze na distribuci chyby vzniklé nasi
aproximaci derivace. Odvozeni tzv. lokalni chyby neni tolik obtizné. V piipadé
doptfedného Eulera jsme vyuzili nédsledujici aproximaci dalsiho kroku hledané
funkce

Yir1 = ¥i + Atf(y:) (21)
Predpokladejme nyni pro jednoduchost, ze funkéni hodnotu v case ¢; zname
presné a zajima nas, jak velkd vznikne chyba onou aproximaci v ¢ase t;y1. Pro
funkéni hodnotu v Case t;11 muzeme vyuzit rozvoj do Taylorovy fady. Pro ten
dostavame
y//(ti)

y(tivr) = y(ti + At) = y(ts) + o' (t:) At + TAt2 +o (22)



Jelikoz predpokldddme, ze funkci v ¢ase ¢; zndme presné, tedy y; = y(¢;) a navic

plati diferencidlni vztah ' = f(y), potom muzeme ode¢tenim pfesného feseni

(22) a pfiblizného fesen{ (21) ziskat vyjaddreni chyby
y" (t:) y" (L)

y(ti + At) —yig1 = - At? + — At 4 - (23)
Vzhledem k danému predpokladu se jedna pouze o tzv. lokdlni chybu vzni-
kajici pti prechodu z jednoho ¢asu do dalstho. Vystupuje zde At umocnéné na
riizné mocniny, nicméné élen At? je pii malém At vyrazné pievysujici a proto
hovoifme lokalné o chybé druhého fddu a znacime ji O(At?). Znaéime tim, ze
pokud zmensime krok desetkrdt, potom se lokalni chyba zmensi stokrat. Ve
vysledku néds ovsem zajima tzv. globdlni chyba, kterd vyjadiuje pfimo rozdil
analytického a numerického teseni. Vyjadiuje fakt, ze lokalni chyba vznikld v
jednom kroku se v dalsim kroku vice zvétsuje a kumuluje se. Vypocet globalni
chyby jiz neni tolik trividlni zalezitost, proto se v tomto misté uspokojime s
inzenyrskou tvahou. Pokud v jednom ¢asovém kroku vznikd chyba imérna At? a
pocet kroku je umérny At (Kdyz krok zmensime desetkrat, pocet nutnych kroka
do téhoz ¢asu se zdesetindsobi), potom by bylo pfirozené odhadovat globdln{
chybu fadu O(At). Neuvddime zde dukaz, pouze konstatovén{, Ze tomu tak
opravdu je a rigorézni rozbor potvrzuje nasi intuici.

Pojd'me, uz v rychlosti, ukdzat, Ze chyba zpétné Eulerovi metody je stejna.
Nyni se budeme divat o krok zpét, v tom piipadé pro tuto metodu dostavame
aproximaci y; = y;—1 + Atf(y;), neboli y;_1 = y; — Atf(y;). Nyni je ale potfeba
vy¢islit Taylorav polynom piislusejici takovému zpétnému pohledu, tedy

1/
y (i
w(tior) = it — ) = y(t) —/(e)ar+ L0ap )
Nyni stejnou uvahou jako predtim a odeCtenim aproximace a piresného feseni
dostavame

/! th " t7
y(ti — At) — gy = %At? - yT(')AtB TR (25)
tedy muzeme prohlésit, Ze i zpétna Eulerova metoda je lokalné fadu O(At?) a
globélné radu O(At).
Na fyzikdlné smysluplny piiklad se vrhneme az v nésledujici kapitole, nyni
se pojdme podivat na akademickou tlohu g(t) = 4y(t), neboli pfedpokladédme

¢ = £1. Navic uvazujeme okrajovou podminku y(0) = 10. V obrdzku 2 lze
potom nalézt odezvy pro dva casové kroky At = 0.5 a At = 2.04 obou téchto
systému. Horni grafy predstavuji syytém ¢(t) = —y(t), zatimco spodni jsou

simulaci systému y(t) = y(t). tyto casové kroky nejsou voleny ndhodné, protoze
pro nasi dlohu dotavame kritickou hodnotu ¢asového kroku jako Aty = 2.
Tedy dopredna Eulerova metoda by méla byt pro casové kroky At < Ateit
stabilni a pro ostatni ¢asy nestabilni. Opravdu tomu tak je, jak ukazuji grafy,
nicméné nase stabilitni analyza neni tak iplné pfesnéd. Pro rovnici se stabilnim
analytickym fesenim opravdu dostédvdme kvalitativné spravnou pfedpoveéd jen
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Obrazek 1: Odezva dopredné a zpétné Eulerovi metody pii simulaci rovnice
y=—y (a,b) ay =1y (c,d) dva ¢asovy krok At =0.5 (a,c) a At =2 (b,d).



pro At = 0.5 a pro At = 2.04 se nam feSeni rozpada a zacind divergovat.
Pro druhy piipad je ale nestabilni pfedpovéd ta spravna a dopiednd Eulerova
metoda zde d4vd kvalitativné spravnou piredpovéd pro libovolné éasové kroky.
Oproti tomu zpétny Euler je pro prvni rovnici stabilni vzdy, zatimco pro druhy
pifpad je zde opét spravna kvalitativni predpovéd jen do At < Ateie. Proé se
tedy jedna z metod oznacuje za podmineéné stabilni a druhé jako nepodmineéné
stabilni? Jde ¢isté jen o to, ze drtiva vétsina fyzikalnich systému, které chceme
vySetfovat nevykazuji exponencialni rust a nevznika tedy nutnost simulovat i
je. Vétsinou se tedy omezujeme na systémy jako je §(t) = —y(t).

2 Verletova metoda

Piesnosti téchto metod tedy nejsou piilis vysoké, pojdme se proto podivat na
néjakou numerickou metodu, kterd dosahuje lepsich vysledki. Numerickych in-
tegratoru existuje celd skdla, predstavme si alespon 2 nejznaméjsi a to Rungeova-
Kuttova metoda a Verletovu integraci. Za¢neme s druhou zminénou.

Tato metoda se pouziva pro popis dynamickych systému, které zaviseji na
rychlostech i zrychlenich. Metoda se da pouzit i pro 8irsi skalu uloh, nicméné z
didaktickych divodu se pridrzme téchto systému. Analyza bude opét provedena
nejprve na systému s jednim stupném volnosti, tedy systém, ktery 1ze formalné
zapsat jako

i(t) = f(y), (26)

kde prirozené dveé tecky znaci druhou derivaci podle ¢asu. Zaklad metody spociva
v diskretizaci ¢lenu na levé strané. Vyuzijeme zde diskretizaci tzv. centralnimi
diferencemi, ktera rika

d?y(t;) o Y1 — 2y; + yi—1

de? At? (27)

Tuto aproximaci muzeme rovnou dosadit do nasi rovnice vycCislené v case t;
a vyjadrit y;+1, ¢imz dostavame vysledné schéma, kterému fikame Verletova
metoda

Yir1 = 2yi — Vi1 + A F(y;). (28)

V tomto piistupu tedy jiz nestaci znam piredchozi krok, ale pracujeme s dvémi
kroku zpétné. Za tuto cenu dostdavame metodu s vétsi presnosti. To lze piimo
ukdzat hned ze souc¢tu Taylorova rozvoje pro y(t; + At) a y(t; — At), tedy
seCtenim rovnic (23) a (23). Dostdvame

) (¢,
y(t; + At) +y(t; — At) = 2y; + y" (t;) At? + yliél)m“ +, 0 (29)
coz vyplyva z toho, ze se ¢leny s lichou mocninnou odecetly. Pokud opét predpokladame,

ze funkéni hodnoty v ¢ase t;—; a t; zndme presné, tedy ze y(t; — At) = y;—1,



y(t;) = y; a zdroven vime, ze druhd derivace v ¢ase t; je rovna f(y;), potom
dostavame

y(ti + At) — yiy1 = EETE Att - (30)

Nage predpoklady nejsou sice platné, ale jsou dostacujici na odhad chyby vzni-
kajici v jednom ¢asovém kroku. Pfedstavend metoda je tedy lokalné fadu O(At?).
Mohlo by se zdat, ze globalné tedy dostavame opét o jeden tad nizsi chybu, ale
pozor. Tim, Ze aproximujeme druhou derivaci, tak se fad snizi dvakrat a metoda
je ve skuteénosti globdlné fadu O(At?).

Tato metoda je znamé i v jiné dpravé pod jinym jménem. Pokud rovnici
(28) lehce preskupime, jednoduse dostaneme

Yier = Yi _ Yi —Yi-1
= ;) At 31
1 I f ) (31)
[jprava do tohoto tvaru neni nahodnd, protoze ve zlomcich lze nyni vidét apro-
ximaci ¢asové derivace funkce y. Pokud budeme predpokladat, ze se jednd o
aproximaci zpétnym Eulerem a tuto aproximovanou veli¢inu nazveme rychlosti,
potom lze tedy uvazovat
Yi+1 — Yi
At
Pokud tuto dvahu aplikujeme na Verletiv systém, potom na néj lze nahlizet
jako soustava dvou numerickych rovnic pro dvé nezname y a v, tedy

viy1 = v + [(yi) AL, (33)
Yit1 = Yi + vip1 AL (34)

U(fi + At) N V41 = (32)

Tomuto schématu se potom iikd semi-implicitni Eulerova metoda, nebo
také v néjakych zdrojich symplekticka Eulerova metoda.

Pojd'me se jesté podivat na stabilitu - tu budeme vysetfovat pro ten nejjed-
nodussi linedrni systém a to 4(t) = Ay, kde A € R. V takovém piipadé je nase
soustava dana jako

Vi+1 = V5 + AAt, (35)
Yit1 = Yi + vip1 At (36)
Pro komfortni analyzu nejprve rovnice upravime do lepsiho tvaru. Vhodné je
do druhé rovnice za v;y; dosadit prvni rovnici. Po tpravé potom dostdvame

maticové vyjadieni
yie1\ _ (1+ AN AL\ (y;
(’UH_1> o ( ANt 1 V; ’ (37)

Analyza stability zustava stejna. Musime vyjadiit vliastni ¢isla a ptat se na jejich
velikost. Pro vlastni ¢isla dostavame vztah

2 1+ AAL2 2 1+ AAL2)?
Ao = 2F ti¢(+4t)—L (38)
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Tento vysledek zada drobnou analyzu a diskuzi. Jedna se o vyraz typu & £+
\/&2? — 1. Pokud plati, ze || > 1, potom je cely vyraz pod odmocninou kladny
a dostavame realna vlastni ¢isla. Nicméné v takovém piipadé je jedno z téchto
dvou ¢isel vzdy vétsi nez jedna a nemame tedy zarucené vhodné chovani, v tom
piipadé se jednd o nestabilni chovéni. Naproti tomu pro || < 1 je vyraz pod
odmocninou zédporny a dostdvame tedy dvojici komplexné sdruzenych korenu
& +1i4/1 — £2. Ohledné stability je nutné vyfesit jejich velikost. Pokud analyzu
vztahneme zpét na nas piripad, potom pro velikost dostdvame vztah

2 + AA2)? 2 + AA2)?
)\1|:|)\2|:\/(+4t)+1 %:1. (39)

Pro ‘%2&2‘ < 1 tedy dostédvame stabilni feseni. Takova podminka je splnéna

ozAtz,/f%. (40)

Nenechme se zmast zapornym znaménkem pod odmocninou, pokud je totiz
parametr A zéporny také, potom pod odmocninou dostdvame bezproblémovy
vyraz, ktery lze piimo odmocnit. V bézném redlném dynamickém systému se
objevuje pravé zaporny parametr A, jak je vidét na nésledujicim ptikladu.

pravé tehdy kdyz

Reseny piiklad

Pojdme analyzovat piipad naseho linedrniho kyvadla odvozeného v sekci 77.
Pro jednotlivé integratory ihned dostdvame vztahy mezi {60;,&;} a {0;41,& 41}
jako

Dopiedny Euler: &1 = & — At%&i, 0ir1 = 0; + AtE;. (41)
Zpétny Euler: &1 =¢&; — At%@ﬂ, Oiy1 = 0; + At&ir. (42)
Symplekticky Euler: &1 =& — At%@, Oir1 = 0; + At&iiq. (43)

Opét 1ze pro obé metody odvodit maticové zobrazeni mezi aktualnim a nasledujicim
¢asem. Pro prehlednost pojd'me nejprve analyzovat dopfednou moetodu. Pro ni
ziskavame toto zobrazeni maticovym vztahem

0i+1 1 At\ (0;
= ) 44
<€i+1 —Atg/l 1 & (44)
Pro vysetfeni stability musime pouze vySettit vlastni ¢isla matice soustavy. Z
matice dostavame charakteristickou rovnici

(1= X%+ At?g/l =0, (45)
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kterd ma reseni
A=1+iAt\/g/l, (46)

z kterého lze pfimo vypocitat velikosti vlastnich ¢isel. Ty jsou shodné a jsou
roviy

I\ = /1+ A2/l (47)

Pokud tedy uvazujeme zakladni fyzikalni konstanty [, g jako kladné, potom je ve-
likost vlastnich ¢isel vétsi nez jedna pro libovolnou volbu délky ¢asového kroku
At > 0. Jak bylo uvedeno analytické feseni matematického kyvadla je perio-
dicks funkce, kterd neméni svoji amplitudu. Reseni dopfednou Eulerovou meto-
dou neumi toto chovani pfedpovidat a amplitudu v kazdé periodé systematicky
zvétsuje a postupné diverguje, jedna se tedy o nestabilni chovani. Dudlni chovani
ma zpétna Eulerova metoda. Ta je ddna zobrazenim

()= (b 20 () = 1t (b 3 (2)- 9

Matice vpravo je identickd s vySe uvedenou a jeji vlastni ¢isla jsou taktéz

A =1+iAt\/g/l, (49)

a tedy se zohlednénim faktoru pied matici dostavame pro velikost vlastnich ¢isel
vztah

1+ Ag/l 1+ Ayl

Zde tedy plati naopak, ze pro libovolnou volbu délky casového kroku At > 0
je metoda z vypocetniho pohledu stabilni - nedochézi k divergenci. Nicméné uz
od pohledu je vidét, ze pro jinou délku kroku nez nulovou se amplituda feseni
bude zmensovat, coz opét neni v souladu s analytickym vztahem.

Pojd'me jesté vytesit tzv. symplektickou Eulerovu (Verletovu) metodu, kterd
nabizi kompromis mezi obéma vySe zminénymi metodami. Zde dostdavame po
lehké algebraické upraveé nasledujici maticové zobrazeni

§iv1) | —Atg/l 1)\&/)"
Stabilitu Fesice muzeme opét vysettit analyzou velikosti vlastnich ¢isel této ma-

tice. P¥ipadné muzeme vyuzit uz odvozeny vztah (40), kde je pro nds piipad
A = —g/l. Stabilni ¢asovy krok je tedy ten, pro ktery plati At < 24/1/g.

A = V14 At2g/l _ 1 (50)

3 Rungeova-Kuttova metoda

Celou dobu se bavime o diferencidlnich rovnicich typu y(¢) = f(y(¢),t). Tedy
rovnicich, jejichz funkéni hodnota v kazdém ¢ase je ptimo rovna ¢asové derivaci.

12
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Obrazek 2: Odezva dopredné, zpétné a symplektické Eulerovi metody pfi simu-
laci matematického linedrniho kyvadla pro dva ¢asové kroky At = 0.5 (a,c) a
At =2 (b,d).
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Doptednou Eulerovu metodu lze také interpretovat tak, ze v ¢ase t; vycislenim
f(yi, t;) zjistime presné velikost derivace a krok z ¢; do t;11 linearizujeme, dosta-
neme tentyz integrator. Podobnou tivahu lze pouzit na zpétnou Eulerovu metodu
s tim rozdilem, Ze sklon funkce, neboli ¢asovou derivaci, nezjistujeme v t;, ale v
ti+1. Takovy pristup lze volné interpretovat tak, ze zndme y; a hleddme takové
Yi+1, abychom linearizaci funkce y v okoli ¢asu ;1 dostali linedrni funkci, kterd
protne bod y;. Jednoduseji fec¢eno jdeme zpét v case.

Tuto interpretaci tady zminujeme zejména proto, abychom si uvédomili, ze
lze tuto myslenku zobecnit a pracovat s funkénimi hodnotami funkece f(y,t)
mnohem vice pro zpfesnéni odhadu sklonu ktivku.

Naaledujici ivaha je tedy legitimni: Pokud funkce f(y;,t;) fikd, jaky sklon
m4 tecna ke grafu y(t;), potom f(y;11,t;+1) Fkd totéz akoréat pro ndsledujici cas.
Jelikoz se presouvame z casu t; do ¢asu t;41 je legitimni odhadovat pramérny
sklon jako & (f(yi,t;) + f(yi+1,ti+1)). Diky tomu lze integrator sestavit jako

Yit1 =Yi + % (f(yists) + f(yiv1, tiv)) - (52)
Takovému schématu iikdme lichobéznikové pravidlo. Tuto metodu lze opét
analyzovat podobnym zpusobem jako predchozi. VSsechny principy uz byly predstaveny,
proto uz zde nebudeme vypisovat kazdy krok, pouze konstatujeme, ze lichobéznikova
metoda mé globalné chybu O(At?) a je nepodmineéné stabilni.
Podobnou tvahou lze rovnou navrhnout nésledujici integrator

Yir1 = yi + ALf <yz + %f(yivti)uti + A;) ) (53)
ktery se v literatufe oznacuje jako tzv. Midpoint metoda (nebudeme se zde
poustét do ¢éeského prekladu tohoto nézvu). Metoda je opét fadu O(At?). Sta-
bilita uz je obtiznéjsi, zde se omezime pouze na konstatovéani, ze se jedna o
podmineéné stabilni metodu. Je také vidét, ze funkce f je nejprve vycislena
v jednom bodé a posléze na zdkladé této hodnoty v dalsim bodé. To je také
duvod, pro¢ této metodé iikdme dvoukrokova. Takové vicekrokové schéma je
dobré vhodné interpretovat. V nase piipadé nepjprve vycislime f(y;,t;), tedy
zjistime sklon te¢ny v ¢ase t;. Posléze pomoci této linearizace nalezneme feSeni
Yit+1/2 v poloviénim Case t;41/2 = At/2 a posléze odhadneme sklon tecny v case
ti+1/2- S timto sklonem nakonec vypocteme funkéni hodnotu f; 1. [TODO: Lépe
vysvétlit]

S pomoci predstaveného konceptu lze vytvofit velmi mnoho rozliénych in-
tegratori. Pro uplnost zde uvedeme alespon ten nejznaméjsi a tim je Runge-
Kutta metoda fadu 4, ¢asto oznacovand jako RK4 nebo jako klasickd Rungeova-
Kuttova metoda. Integrator vypada nasledovneé

At
Yit1 = Yi + 5 (k1 + 2ko + 2ks + k4) , (54)
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kde

ki = f(ti, vi), (55)
At k
At k
k3f<ti+2ayi+At22> , (57)
ky = f (t; + At,y; + Atks) . (58)

Opét se miizeme pokusit o interpretaci: Clen k; oznacuje sklon v ¢ase t;, zatimco
ko oznacuje sklon v case t;1/2 s odhadem y; 1/ pomoci k. Sklon v case t;41/2
je poté odhadnut jesté jednou, tentokra ale s pomoci sklonu k. Nakonec je za
pomoci sklonu k3 dopo¢tena hodnota ;1. Otézka zistavd, ktery z téchto ¢lentu
je nejpravdépodobnéjsi, z too divodu je ze vSech ¢tyt vytvoren vazeny prumeér a
takto je spocten skuteény odhad y; 1. Chyba metody je lokalné O(At®) zatimco
globdlne O(At).

4 Exponencialni resice
5 Newmarkova metoda

[Odtud déle jen nakopirovéno z jiné kapitoly, je nutné opét vsadit do porddného
kontextu.]

6 Motivacni priklad

Pripad obycejného kyvadla je krasny piiklad toho, kdy Lagrangian mé krasny
jednoduchy tvar, taktéz ridici diferencidlni rovnice a presto ty nejjednodussi
interatory selhavaji.

Pro sestaveni Lagrangianu nam staci sestavit kinetickou a potencialni energii.
Ty lze odvodit pfimo z geometrie problému a maji tvar

K(6) = %ml292, UB) = mgl(1 — cosh), (59)
tedy vysledny Lagrangian je roven
L (0,9) = %leH'Q —mgl(1 — cosb). (60)
Je vhodné zminit, Ze z duvodu zvyklosti je v tomto piikladu zobecnénd souradnice

q nahrazena symbolem pro pootoceni 6. Pro odvozeni fidicich diferencidlnich
rovnic sta¢l dosadit do Euler-Lagrangeovy rovnice (??) ¢imz dostdvdme

mglsin@ +mi2 = 0. (61)
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Pro potfeby nésledujicich tvah zavedeme jesté zobecnénou hybnost jako
pe = mi?0. (62)

Za pouziti této hybnosti muzeme diferencidlni rovnici 2. fddu prevést na sou-
stavu dvou rovnic 1. fadu, tedy

p = —mglsiné, (63)
] p

Pripadné lze soustavu dvou rovnic 1. fadu odvodit jednoduchym zavedenim
nové funkce £ = 0, v této varianté dostavame

€= —%sin@, (65)

f=¢. (66)

Oba zpusoby uvadime proto, aby byla jasna fyzikalni interpretace jednotlivych
velicin a lze tim také nahlédnout, ze obé soustavy jsou ekvivalentni. Lisi se
jen skédlovanim, ale principidlné jsou tytéz. Uvedme jesté pro tplnost, Ze & ma
fyzikalni vyznam 1hlové rychlosti.

Pokusme se nyni tento problém vyfesit. Pfesné feseni neni vzdy mozné od-
vodit a proto ke slovu pfichazeji numerické metody, které nam umozni vysetiit
piiblizné feseni v diskrétnich ¢asovych okamzicich t,. Rikdme jim také in-
tegratory, protoze umoznuji numericky zintegrovat diferencidlni rovnice a ziskat
priblizné feseni. Integratoru existuje celd rada. Z didaktickych duvodu zatneme
viubec tim nejjednodusim, kterym je dopfedna Eulerova metoda. Ta tika, ze po-
kud méme soustavu diferencidlnich rovnic ve tvaru ¢(t) = f(¢), potom odhad
feseni y, ~ y(t,) v Case t, lze spocitat rekurzivné jako yn41 = yn + Atf(tn),
kde At je zvoleny casovy krok. Pro piipad naseho kyvadla tedy dostdvame

Epit = En — At% sin 0, (67)

Tento pifklad slouzi pouze jako motivace, ale pro pfesnost uvedme parame-
try ulohy a jeji pocateéni podminky. Uvazujeme g = 10,l = 1,m = 1 a déle
fp = 0.26 a £ = 0. Pro zhodnoceni vykonnosti integratoru je lepsi se divat
na tzv. fazovy portrét radsi nez na vyvoj vysledku v case. Jednd se o graf
ukazujici vzajemny vztah zobecnéné soutadnice a zobecnéné rychlosti. Takovy
fazovy portrét pro 2 ¢asové kroky At = 0.035 a At = 0.005 je zobrazen v grafu
3.

Jak je vidét integrator neodvadi uplné dobrou préci, protoze predpovidéa
postupné zvétsovani jak thlu natoceni kyvadla, tak i zvétSovani jeho rychlosti.
Resen{ Ize samozfejmé porovnévat s presnym fesenfm, ale ani to nenf potieba. Z
intuice vime, ze kyvadlo s po¢atetnim vychylenim 6y se nemuze vychylit o vice
nez +6y z nulové polohy. Dany integrator vytvorit tedy jakési umélé perpetum-
mobile a systém rozhodné neni v rovnovaze. Do systému piitéka numericky
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Obrazek 3: Fazovy portrét ziskany dopfednou Eulerovou metodou zobrazeno
pro 2 ruzné casové kroky.

energie. Co kdyz se tedy pokusime upravit nas integrator? Udélejme velmi jed-
noduchou tpravu - nejprve aktualizujme rychlost £ a tuto aktualizovanou hod-
notu ihned vyuzijme pro aktualizaci thlu 6, tedy

Epi1 = En — At% sin O, (69)
Ont1 =0p + At&piq. (70)

Tento integrator ddvéa o poznami lepsi vysledky, viz obrézek 4. Samoziejmé, ze
chyba dand zmensovanim ¢asového kroku se musi nékde projevit. Na grafech je
vidét, ze fazovy portrét se pootodi a lehce zplosti. Nicméné charakter feSeni neni
poskozen a nedochézi k disipaci nebo pribytku energie. Nicméné otazka zustava,
zda je toto tvrzeni opravdu pravdivé. Nemuze dojit v dlouhych ¢asech k témuz
negativnimu efektu? A jak vlastné upravovat integratory nebo jak je vybirat tak,
aby byly néjaké vlastnosti feSeni zachovany. Na tuto otazku odpovida néasledujici
kapitola, kde je predstaveno odvozovani integratoru zalozenych na Lagrangeové
mechanice.

7 Diskrétni Lagrangeova mechanika

Numerické metody zalozené na Lgrangeové mechanice nejsou zalozeny na dis-
kretizaci fidicich diferencidlnich rovnic, ale diskretizovan je tidici integral akce.
V prvni fadé zminme, ze zkoumany casovy interval (0,7) je diskretizovdn na
jednotlivé casové okamziky tg = 0,t1,...,t,—1,t, = 1. Pfedpokladejme v
nasledujicich, ze toto déleni je ekvidistantni, tedy ze At = t; 11 —t; je konstantn{
pro vSechna ¢. Pro ziskani varia¢niho integralu je nejsprve nutné aproximovat
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Obrazek 4: Fazovy portrét ziskany symplektickou Eulerovou metodou zobrazeno
pro 3 ruzné casové kroky.

integral akce na daném intervalu (t;,t;41) ndsledovnée

tit1
/ Ldt = L4 (qi, Git1,ti, tivr) - (71)

ti
Predstavend funkce L4 je diskrétni verze lagrangidnu, kterd urc¢uje vlastnosti a
typ daného integratoru. Jednotlivé ptiklady budou pfedstaveny pozdéji. Lagrangidn
nyni neni funkciondlem, ale pouze funkci skalaru ¢; a t;. Minimalizace je tedy
ziskana obycejnou derivaci podle jednotlivych soufadnic. Diskrétni Euler-lagrangeova
rovnice nabyva tvaru

dLa(qi, Git1,tis tivr) | dLalgi—1, G, tiz1,t;)
_l’_
dg; dg;

=0. (72)

8 Konkrétni integratory

Centralni diference. Zméné centralni diference ze ziskat za predpokladu uvazovani
nasledujiciho diskrétniho lagrangianu

La (gis Git1,tis tiv1) = AtL (%7 W%) . (73)
Po dosazeni dostavame diskrétni Euler-Lagrangeovu rovnici
Qit1 — 2qi + qi—1
At U (g 74
e i) (74)

Mid-point schéma. Lze ziskat za predpokladu uvazovani nésledujiciho
diskrétniho lagrangianu

i+ q; i+1 — qi
La (G, Git1,tistiv1) = AtL <q 2q +17 4 HAt a ﬂ%‘) (75)
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Po dosazeni dostavame diskrétni Euler-Lagrangeovu rovnici
? (76)

Lichobéznikové pravidlo. Lze ziskat za predpokladu uvazovani nasledujictho
diskrétniho lagrangianu

At
La (¢, Git1,tistig1) = —m ( AL — U (q:) +U(giv1)).  (T7)

2

g —aq\ At
2

Po dosazeni dostavame diskrétni Euler-Lagrangeovu rovnici

? (78)
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