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Text je zat́ım jen souhrn poznámek a nemá dostatečnou koherenci. Některé
odstavce jsou plně popsány, jinde jsou rovnice uvedeny bez poznámek a jinde
chyb́ı třeba doplnit obrázky. Časem budou nejasné odstavce přepsány a do
nutných mı́st doplněny obrázky nebo text.
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1 Zlomková matematická analýza

Pojem zlomková derivace neńı tolik známý, proto jsou matematické nástroje
použ́ıvané v této teorii zjednodušeně představeny v tomto odstavci.

Hojně výuž́ıvaný nástroj na kterém je tato teorie založená je zobecněńı fak-
toriálńı funkce ΓN(n) = (n − 1)!. Pokud definičńı obor rozš́ı̌ŕıne z přirozených
č́ısel N na č́ısla reálná R, dostáváme tzv. gama funkci. Jinými matematickými
slovy to lze vyjádřit také tak, že gama funkce je zúplněńım faktoriálńı funkce.
Toto zobecněńı nelze udělat jednoznačně, muśıme přidat minimálně jednu daľśı
podmı́nku. Přirozenou podmı́nkou se zdá pravidlo

xΓ(x) = Γ(x+ 1), (1)

které zjednoznačńı toto rozš́ı̌reńı. Pro úplnost dodáváme daľśı elementárńı vlast-
nosti gama funkce

Γ(1) = 1, Γ(2) = 1, Γ(0) =∞, xΓ(x) = Γ(x+ 1). (2)

Daľśı d̊uležitou funkćı, která se přirozeně objevuje ve zlomkovém kalkulu je
Mittag-Lefflerova funkce. Jedná se o zobecněnou exponenciálńı funkci. Expo-
nenciálńı funkci je možné zapsat jako nekonečnou řadu

ex =

∞∑
k=0

xk

k!
=

∞∑
k=0

xk

Γ(k + 1)
, (3)

kde jsme rovnou mı́sto faktoriálu využili představenou gama funkci s argumenty
z přirozených č́ısel. Zavedeńım nových dvou parametr̊u α a β źıskáváme zo-
becněnou exponenciálńı funkci zvanou Mitta-Lefflerova funkce

Eα,β(x) =

∞∑
k=0

xk

Γ(αk + β)
. (4)

Základńı vlastnosti vyplývaj́ı př́ımo z definice

E1,1 (x) = ex, E0,1 (x) = E0,2 (x) =
1

1− x
, E1,2 (x) =

ex − 1

x
. (5)

Pomoćı gama funkce lze nyńı lehce zobecnit i pojem integrálu. Vyjděme z Cau-
chyho vzorce pro opakovanou integraci, který ř́ıká, že chceme-li opakovaně in-
tegrovat funkci, potom plat́ı

Jnf(t) =
1

(n− 1)!

∫ t

0

(t− t′)n−1f(t′) dt′, n ∈ N.

Operátor Jn znač́ı n-násobnou integraci. Tento symbol je použit právě kv̊uli
následnému zobecněńı. Klasické symboly pro opakovanou integraci a derivaci
nejsou na takové zobecněńı vhodné. Ještě dodejme, že spodńı mez nemuśı být
nutně 0, to je diskutováno později. Zobecněńı pro R je d́ıky gama funkci př́ımočaré

Jαf(t) =
1

Γ(α)

∫ t

0

(t− t′)α−1f(t′) dt′, α ∈ R.
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Př́ımé zobecněńı derivace neńı takto jednoduché, ale lze vyj́ıt z právě uvedeného
vztahu a založit to na něm. Vužijme toho, že neceloč́ıselnou derivaci lze složit
z celoč́ıselné derivace a neceloč́ıselné integrace. To lze udělat dvěma základńımi
zp̊usoby, ty jsou představeny v následuj́ıćım.

Riemann-Liouville zlomková derivace je definována následovně

Dα
RLf(t) = D⌈α⌉J⌈α⌉−αf(t), (6)

kde Dn znač́ı n-tou derivaci a ⌈•⌉ je horńı celá část. Jako př́ıklad uved’me,
že chceme-li derivovat 0.8 krát, potom nejprve integrujeme 0.2 krát a nakonec
provedeme jednu celoč́ısenou derivaci. Matematicky zapsáno jako

D0.8f(t) = D1J0.2f(t). (7)

Caputo zlomková derivace je definována stejným zp̊usobem, akorát je pořad́ı
celoč́ıselné derivace a neceloč́ıselné integrace otočeno.

Dα
Cf(t) = J⌈α⌉−αD⌈α⌉f(t), (8)

Náš př́ıklad by byl tedy zapsán jako

D0.8f(t) = J0.2D1f(t). (9)

Ještě se pojd’me v rychlosti pod́ıvat na zlomkové diferenciálńı rovnice a jak
je řešit. Vemi vhodný nástroj k tomu určený je Laplaceova transformace. Jej́ı
hlavńı výhodou je fakt, že diferenciálńı rovnici převede na algebraickou rovnici,
která často může být jednoduše vyřešena. Laplaceova transformace L{f(x)}
zlomkové derivace pro jednotlivé typy je následuj́ıćı

L{Dα
RLf(t)} = sαf(s)−

n−1∑
k=0

skDα−k−1
RL f(0), n− 1 < α ≤ n, (10)

L{Dα
Cf(t)} = sαf(s)−

n−1∑
k=0

sα−k−1Dk
Cf(0), n− 1 < α ≤ n, (11)

kde n = ⌈α⌉. Daľśı d̊uležitá transformace je transformace Mittag-Leffler funkce

L
{
tβ−1Eα,β(λt

α)
}
=

sα−β

sα − λ
(12)

Př́ıklad. Uved’me pro názornost rovnou jeden př́ıklad řešeńı homogenńı
diferenciálńı rovnice pro oba typy zlomkové derivace. Uvažujme následuj́ıćı di-
ferenciálńı rovnici

Dασ(t) +
σ(t)

τα
= 0. (13)

Pokud budeme uvažovat, že daná zlomková derivace je typu Riemann-Liouville,
potom po provedeńı laplaceovi transformace dostáváme

sασ̂(s)−Dα−1
RL σ̂(0) +

σ̂(s)

τα
= 0. (14)
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Připomeňme, že p̊uvodńı dvojice {σ(t), t} byla transformována na dvojici {σ̂(s), s}.
Rovnost výše už je algebraická rovnice z které můžeme snadno vyjádřit neznámou
funkci

σ̂(s) =
C

sα + 1
τα

, (15)

kde konstanta C je určena počátečńı podmı́nkouDα−1
RL σ̂(0) = C. Řešeńı v Lapla-

ceově prostoru už máme, nyńı stač́ı aplikovat inverzńı Laplaceovu transformaci
a dostáváme řešeńı

σ(t) = Ctα−1Eα,α

(
− tα

τα

)
, (16)

Pokud vezmeme v úvahu stejnou diferenciálńı rovnici, kde ale nyńı budeme
uvažovat Caputovu derivaci, potom po transformaci dostáváme

sασ̂(s)− sα−1D0
Cσ̂(0) +

σ̂(s)

τα
= 0, (17)

které má následuj́ıćı řešeńı

σ̂(s) =
sα−1C

sα + 1
τα

, (18)

kde konstanta C nyńı pocháźı z jiné počátečńı podmı́nky σ̂(0) = C. Konečně
řešeńı po aplikaci inverzńı transformace je

σ(t) = CEα,1

(
− tα

τα

)
, (19)

2 Zlomková vazkopružnost

Pojd’me nyńı diskutovat nad použit́ım zlomkových konstitutivńıch vztah̊u pro
viskoelastické modely.

Základńı myšlenka je velmi jednoduchá. Elastický materiál je materiál, který
je reprezentován konstitutivńım vzathem σ = Eε neboli napět́ı σ je př́ımo
úměrné deformaci ε a konstanta úměrnosti je Young̊uv modul pružnosti E.
Naproti tomu vazký materiál, jako je např́ıklad med, je reprezentován konstitu-
tivńım vztahem σ = ηε̇ neboli napět́ı je př́ımo úměrné prvńı derivaci deformace
(rychlosti) a konstanta úměrnosti je viskozita η.

σ = Eε ← σ = EταDαε → σ = ηε̇ (20)
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