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Text je zatim jen souhrn poznamek a neméa dostatecnou koherenci. Nékteré
odstavce jsou plné popséany, jinde jsou rovnice uvedeny bez poznamek a jinde
chybi t¥eba doplnit obrézky. Casem budou nejasné odstavce prepsany a do
nutnych mist doplnény obrazky nebo text.
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1 Zlomkova matematicka analyza

Pojem zlomkova derivace neni tolik zndmy, proto jsou matematické néstroje
pouzivané v této teorii zjednodusené predstaveny v tomto odstavci.

Hojné vyuzivany nastroj na kterém je tato teorie zalozena je zobecnéni fak-
toridln{ funkce I'y(n) = (n — 1)!. Pokud defini¢ni obor rozsifine z pfirozenych
¢isel N na ¢&isla redlnd R, dostdvame tzv. gama funkci. Jinymi matematickymi
slovy to lze vyjadrit také tak, ze gama funkce je zuplnénim faktorialni funkce.
Toto zobecnéni nelze udélat jednoznacné, musime pridat minimalné jednu dalsi
podminku. Pfirozenou podminkou se zda pravidlo

2D() = D(z + 1), (1)

které zjednoznaéni toto rozsiteni. Pro tplnost dodavame dalsf elementarni vlast-
nosti gama funkce

I(1)=1, T(2) =1, T(0)=oc0, al(z)=TC(z+1). 2)

Dalsi dulezitou funkci, kterd se pfirozené objevuje ve zlomkovém kalkulu je
Mittag-Lefflerova funkce. Jednd se o zobecnénou exponencialni funkci. Expo-
nencialni funkci je mozné zapsat jako nekonec¢nou fadu
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kde jsme rovnou misto faktorialu vyuzili pfedstavenou gama funkci s argumenty

z prirozenych ¢isel. Zavedenim novych dvou parametru « a § ziskdvame zo-
becnénou exponencialni funkci zvanou Mitta-LefHerova funkce
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Zakladni vlastnosti vyplyvaji pifimo z definice
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Pomoci gama funkce 1ze nyni lehce zobecnit i pojem integralu. Vyjdéme z Cau-
chyho vzorce pro opakovanou integraci, ktery iikd, ze chceme-li opakované in-
tegrovat funkci, potom plati

1 t
Jf(t) = ——— [ =)' f{)dt, neN.
1) = gy | =0t
Operator J" zna¢i n-nasobnou integraci. Tento symbol je pouzit pravé kvuli
naslednému zobecnéni. Klasické symboly pro opakovanou integraci a derivaci
nejsou na takové zobecnéni vhodné. Jesté dodejme, Zze spodni mez nemusi byt
nutné 0, to je diskutovano pozdéji. Zobecnéni pro R je diky gama funkci pitimocaré

TOF(E) = ﬁ/{) (t— ) Lf()dt, acR



Ptimé zobecnéni derivace neni takto jednoduché, ale lze vyjit z pravé uvedeného
vztahu a zalozit to na ném. Vuzijme toho, ze neceloc¢iselnou derivaci lze slozit
z celociselné derivace a necelo¢iselné integrace. To lze udélat dvéma zdkladnimi
zpusoby, ty jsou piedstaveny v nasledujicim.
Riemann-Liouville zlomkové derivace je definovdna nasledovné
Dgf(t) = Dleltel= f(t), (6)

kde D™ zna&i n-tou derivaci a [e]| je horni celd ¢ast. Jako pifklad uvedme,
ze chceme-li derivovat 0.8 krat, potom nejprve integrujeme 0.2 krat a nakonec
provedeme jednu celo¢isenou derivaci. Matematicky zapsano jako

DOSf(t) = D IO 4 (). (7)

Caputo zlomkové derivace je definovana stejnym zpusobem, akorat je poradi
celociselné derivace a necelociselné integrace otoceno.

Dgf(t) = JTel=eDielf (1), (8)
N3&s priklad by byl tedy zapsan jako
DU f(t) = J°*D'£(1). 9)

Jesté se pojdme v rychlosti podivat na zlomkové diferencidlni rovnice a jak
je fesit. Vemi vhodny néstroj k tomu uréeny je Laplaceova transformace. Jeji
hlavni vyhodou je fakt, ze diferencialni rovnici prevede na algebraickou rovnici,
kterd Casto muze byt jednoduse vyfesena. Laplaceova transformace L£{f(z)}
zlomkové derivace pro jednotlivé typy je nasledujici

n—1
L{DRLI(0)} = s*f(s) = D "D "' f(0), n—1<a<n,  (10)
k=0

n—1
L{DEf(t)} = sf(s) — > s**IDEf(0), n—1<a<n, (1)
k=0

kde n = [a]. Dalsi dulezitd transformace je transformace Mittag-Leffler funkce
g8
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Piiklad. Uvedme pro nazornost rovnou jeden pifklad feSeni homogenni
diferencidlni rovnice pro oba typy zlomkové derivace. Uvazujme nasledujici di-
ferencidlni rovnici

Do (t) + @ =0. (13)

Pokud budeme uvazovat, ze dana zlomkova derivace je typu Riemann-Liouville,
potom po provedeni laplaceovi transformace dostavame

s¥6(s) — D&; 6 (0) + ols) _ 0. (14)
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Pfipomertime, ze puvodni dvojice {o(t), t} byla transformovana na dvojici {5 (s), s}.
Rovnost vyse uz je algebraickd rovnice z které muzeme snadno vyjadfit neznamou
funkci

. C
kde konstanta C' je uréena poéitecni podminkou D&; ' (0) = C. Reseni v Lapla-
ceové prostoru uz mame, nyni staci aplikovat inverzni Laplaceovu transformaci
a dostavame feseni

t(x

o(t) = Ct* 'E, 4 (r@) , (16)

Pokud vezmeme v uvahu stejnou diferencialni rovnici, kde ale nyni budeme
uvazovat Caputovu derivaci, potom po transformaci dostavame

(s)

595 (s) — s* "1 D6 (0) + =0, (17)
T
které ma nasledujici feseni
s2~1C
6(s5) = —, 18
o= ot (13)

kde konstanta C' nyni pochézi z jiné pociteéni podminky 6(0) = C. Koneéné
feSeni po aplikaci inverzni transformace je

t()é

o(t) = CEq, (—a) : (19)

T

2 Zlomkova vazkopruznost

Pojdme nyni diskutovat nad pouzitim zlomkovych konstitutivnich vztahti pro
viskoelastické modely.

Zakladni myslenka je velmi jednoducha. Elasticky materidl je materidl, ktery
je reprezentovan konstitutivnim vzathem o = Fe neboli napéti o je piimo
umeérné deformaci € a konstanta tmérnosti je Younguv modul pruznosti F.
Naproti tomu vazky materidl, jako je napiiklad med, je reprezentovan konstitu-
tivnim vztahem o = 7¢ neboli napéti je pfimo imeérné prvni derivaci deformace
(rychlosti) a konstanta iimeérnosti je viskozita 7.

c=Fe <+ o=FE7t%D% — o0=1¢ (20)



	Zlomková matematická analýza
	Zlomková vazkopružnost

